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Wenn Descartes einen TI-Nspire gehabt hatte ...

René Descartes® war ein franzésischer Philosoph, Mathematiker
und Naturforscher. Er wurde am 31. Marz 1596 geboren und ver-
starb am 11. Februar 1650. Sein 426. Geburtstag am 31. Marz ist
Anlass, an ihn zu erinnern. Wir wollen hier exemplarisch beschrei-
ben, wie seine Uberlegungen zur analytischen Geometrie aus
heutiger Sicht mithilfe dynamischer Geometriesoftware und Com-
puteralgebra umgesetzt werden kdnnten. Zunéchst zitieren wir aus
einem biographischem Beitrag im Schulerlexikon von ,Lernhel-
fer?:

»DESCARTES Beitrag zur Entwicklung der analytischen Geometrie

Die bedeutendste Leistung, die DESCARTES - zeitgleich mit PIERRE DE FERMAT, aber
unabhangig von ihm und noch weiter entwickelt — vollbracht hat, besteht in der Schaffung der
analytischen Geometrie, im Anhang des ,Discours® veroéffentlicht. Er schuf darin die beiden
wesentlichen Grundlagen fur dieses Gebiet:

1. Inder Ebene werden ein Koordinatensystem und eine Einheitsstrecke festgelegt. Seine
Ublichste Form, bei der die Achsen gleich geteilt sind und zueinander senkrecht verlau-
fen, heifl3t nach ihm kartesisches Koordinatensystem. Auf diese Weise liel3 sich nun je-
der Punkt der Ebene durch ein Zahlenpaar (x; y) beschreiben.

2. Wahrend man in der Antike unter Termen in der zweiten Potenz grundsétzlich Flachen
und unter solchen in dritter Potenz entsprechend Kérper verstand und deshalb auch vor
der vierten Potenz zurtickschreckte, werden jetzt unabh&angig von der Dimension alle
Terme als Zahlen begriffen und damit das bis dahin herrschende ,Homogenitatsprinzip*
gebrochen. Bei und seit DESCARTES werden geometrische Kurven durch Gleichungen
charakterisiert. Umgekehrt ergeben alle Zahlenpaare, die eine Gleichung erflillen, je-
weils einen Punkt und in ihrer Gesamtheit ein geometrisches Gebilde. Aus der Glei-
chung y = x? erhalt man eine Parabel und eine (bestimmte) Hyperbel wird durch die

Gleichung y = i beschrieben.

Kurz gesagt: Punktmengen und Gleichungen entsprechen einander. Die Geometrie wird mit
der Algebra verbunden. Damit wurde es mdglich, geometrische Probleme rechnerisch zu
l6sen. [...]

Zugleich damit fand DESCARTES eine Reihe von Vereinfachungen in der formalen Darstel-
lung der Zusammenhéange. So geht es auf ihn zuriick, wenn wir heute unbekannte Gré3en
mit den Buchstaben x, y und z bezeichnen und fir bekannte (also Parameter) die Buchsta-
ben a, b, c usw. benutzen.

Er fUhrte die Potenzschreibweise ein, ersetzte z.B. das bis dahin Ubliche ,aa“ durch a? und
schrieb ferner x3, y5 usw. Auch fuhrte er den Querstrich Giber dem Radikanden ein, um auf
diese Weise V4 - 3 und V4 - 3 zu unterscheiden, von ihm stammen Begriffe wie Grad der
Gleichung und Koeffizient. DESCARTES schuf gleichsam die Normalform von Gleichungen,
bei der auf der rechten Seite stets 0 steht. [...] Das ermdglichte beim Lésen von Gleichun-
gen ein einheitliches Vorgehen unabhangig von der Verteilung der Rechenzeichen.”

! Bild: https://www.biologie-schule.de/img/descartes-biografie.qif
2 Quelle: https://www.lernhelfer.de/schuelerlexikon/geschichte/artikel/rene-descartes
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Ellipsen

Wir demonstrieren am Beispiel der Ellipsen, wie sich ein zunachst rein geometrisches Prob-
lem durch die Einfihrung eines Koordinatensystems analytisch beschreiben lasst.

Ellipsen waren bereits in der Antike bekannt. Descartes hat Kenntnisse tiber solche Kurven
sogar weiterentwickelt, z. B. durch die Betrachtung von kartesischen Ovalen, auf die wir in
diesem Beitrag spater noch eingehen werden.

Ellipsen als rein geometrisches Phanomen tauchen z. B. als Schnittfigu-
ren von Zylindern oder Kegeln® oder als Planetenbahnen auf.

Auch die Gartnerkonstruktion erzeugt Ellipsen als Bahnkurven, ohne
dass dazu eine Gleichung erforderlich ware.

Zwei Nadeln werden in ein Blatt Papier gesteckt, das auf einer Korkun-
terlage liegt. Die beiden Nadeln werden mit einer Schnur verbunden, die
lAnger ist als der Abstand der beiden Nadeln. Mit einem Bleistift wird die
Schnur straff gespannt. Wird dieser Bleistift auf dem Papier bewegt, so
zeichnet er eine Ellipse auf.

Aus dieser Gartnerkonstruktion lasst sich leicht die Abstandsdefinition
der Ellipse herleiten:

Es seien F; und F, zwei Punkte der Ebene. Die Menge aller Punkte P, fur die die Sum-
me der Abstande zu F; und F, konstant ist, wird als Ellipse mit den Brennpunkten F; und
F, bezeichnet.

Auf der Grundlage der Definition I&sst sich auch mit der dynamischen Geometriesoftware
des TI-Nspire eine Ellipse konstruieren. Wir geben dazu eine Anleitung:

Offnen Sie die Anwendung Geometry. P
Zeichnen Sie zwei Strecken s, =FP und s, = F,P mit einem
gemeinsamen Endpunkt P (Punkte&Geraden — Strecke).

9.98 cmm 7.98 cm

. . . . (2/2) Das Objekt ist gesperrt
Messen Sie die Langen dieser Seiten (Messung-Lange). % .,

Geben Sie den Text s, +5, ein (Aktionen-Text). s+s: 184
2

Klicken Sie auf diese Formel und wéahlen Sie Aktionen-
Berechnen. Klicken Sie dann auf die Langenmaf3zahl von s;

und danach auf die Langenmaf3zahl von s, Der Rechner zeigt 55,,1 8. My
die Summe s +s,. an. Durch Bewegen von P im Zugmodus (
§1+5:2

.". '-l’

konnen Sie die Summe auf einen gewiinschten Betrag einstel- F
len.
"'on—ooﬂ"

Klicken Sie auf die gewéhlte angezeigte MalRzahl der Summe
und wahlen Sie unter Attribute die Anweisung: ,Das Objekt ist gesperrt.”

Waéhlen Sie unter Spur die Anweisung ,,Geometriespur. Greifen Sie den Punkt P und erzeu-
gen Sie seine Geometriespur.

® hitps://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/5f/Ellipse -conic.svg/300px-Ellipse-conic.svg.png
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Um nun eine analytische Beschreibung dieser Figur zu finden, werden weitere Bezeichnun-
gen und ein Koordinatensystem eingefuhrt.

weitere Bezeichnungen:

A und B: Hauptscheitel

)

C und D: Nebenscheitel

M: Mittelpunkt

AB =2a: Hauptachse (die grof3ere der beiden Achsen)

CD = 2b: Nebenachse

MF, = MF, =e: lineare Exzentrizitat

N

k3
=
]
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o
o
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Aus der Ortsdefinition der Ellipse folgt sofort

|PF,| + |PF,| = konstant. 2

Wenn nun der Punkt P in einem der Hauptscheitel A oder
B liegt, dann ist |PF;| + [PF;| genauso groR3 wie 2a, also
gilt mit der Ortsdefinition |PF;| + |PF,| = 2a.

Wenn P in einem der Nebenscheitelpunkte C oder D liegt,
dann gilt z. B. im rechtwinkligen Dreieck MF; D mit dem
Satz des Pythagoras: |MF,|?> = |DF,|?> — |MP|?

IMF;| = e, [MP| = b, [DF;| = a

=
jb
X

3
=
T

%

-
>
<

Letzteres wegen |PF;| + |PF,| = 2a und |DF;| = |DF,|.

Daraus ergibt sich also e? = a? — b2. D p

Das Dreieck AF,F,P wird durch die Hohe LP in zwei A e '] x x

rechtwinklige Dreiecke zerlegt. Auf jedes dieser Teildrei- Fi M
ecke kann der Satz des Pythagoras angewendet werden:

l"“
kK3t
o3

s =4 (e+X) +y? und s, =/ (6—x) +V?

Nach Definition ist die Summe s, +s, =2a.

Einsetzen und zweimaliges Quadrieren ergibt unter Beriicksichtigung von e* = a® —b* nach
2 2
geschickter (und geduldiger) Umformung die Ellipsengleichung Z—Z 2’—2 =1.
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Nachweis:

(s1)% = (2a — s5,)?
e?+2ex+x?+y2=4a’>—4a-\/(e—x)2+y2+e?—2ex+x?+y?
dex —4a® = —4a- /(e —x)2 +y2 | (- 4)

a? —ex = a-,/(e — x)2 + y2 | quadrieren

a* — 2a’ex + e?x? = a’e? — 2a’ex + a’x? + a’y? | + 2a’ex

a* + e?x? = a’e? + a’x? + a?y? | einsetzen von e? = a? — b?

a* + a?x? — b?x? = a* — a?b? + a?x? + a?y? | - a*x? und - a*

—b2%x? = —a?b? + a?y? | - a’y? und :(—a?b?)

Die Ellipse, die sich bisher geometrisch als Schnittfigur g R
oder durch die Gartnerkonstruktion ergab, kann nun

2 2
auch als Punktmenge P(x; y) mit % + 2’—2 = 1 erzeugt

H
werden. /: \
Wird z. B. unter Graphs die Eingabe Relation gewahit { , >
_ _ 2 2 _ _ 4321234567809
und dort die Gleichung =t 33'—2 = 1 eingegeben, so wird \_2 /
-34..

die zugehdrige Ellipse gezeichnet.

Es gibt sogar unter dem Menupunkt Graph-Eingabe/Bearbeitung — Vorla- 1 Gerade  »
gen Gleichungssystem ein spezielles Unterment zur Eingabe von Glei- W2 Parabel
chungen verschiedener Kegelschnitte. 02 Kiae ‘
Ny Elipse
Solche technischen Méglichkeiten standen Descartes nicht zur Verfiigung. 1€ 5 Hyperbel >
P 6 Kegelschnitt *

Umso bewundernswerter sind seine Uberlegungen, die — wie schon er-
wahnt - Uber die Ellipse hinausgingen und beispielsweise zu eilinienférmigen Kurven fuhrten.
Darauf wird im folgenden Abschnitt eingegangen.

Kartesische Ovale

Angeregt durch die Beschéaftigung mit Problemen in der Optik untersuchte Descartes im Jah-
re 1637 erstmals kartesische Ovale. Zu solchen Kurven kommt man z. B. durch eine sehr
einfach erscheinende Abwandlung der Ortsdefinition des Ellipse:

Es seien F; und F, zwei Punkte der Ebene mit dem Abstand c. Es sei s; der Abstand
von F; zu einem dritten Punkt P der Ebene und s, der Abstand von F, zum selben Punkt
P. Die Menge aller Punkte P, fur die die Summe s; + m - s, = a konstant ist, wird als
kartesisches Oval mit den Brennpunkten F; und F, bezeichnet (m,a € R).

Beispiel: c=6cm, m=15unda=12cm, alsos; +1.5's, =12cm
Die Konstruktion der Geometriespur erfolgt analog zur Géartnerkonstruktion bei der Ellipse.
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Offnen Sie die Anwendung Geometry.

Zeichnen Sie die beiden Punkte F; und F, mit einem - s1+1.5 s>
Abstand von 6 cm. (Punkte&Geraden - Punkt und 2 12
Messung — Lange).

Zeichnen Sie zwei Strecken s, =@ und s, :ﬁ

mit einem gemeinsamen Endpunkt P
(Punkte&Geraden — Strecke).

Messen Sie die Langen dieser Seiten (Messung-Lange).
Geben Sie den Text s; + 1.5 - s, ein (Aktionen-Text).

Klicken Sie auf diese Formel und wahlen Sie Aktionen-Berechnen. Klicken Sie dann auf die
Langenmalfzahl von s; und danach auf die Langenmalf3zahl von s,. Der Rechner zeigt die
Summe s; + 1.5 - s,. an. Durch Bewegen von P im Zugmodus kdnnen Sie die Summe auf
einen gewlnschten Betrag, z. B. 12 einstellen.

Klicken Sie auf die gewahlte angezeigte Mal3zahl der Summe und wahlen Sie unter Attribute
die Anweisung: ,Das Objekt ist gesperrt.”

Wahlen Sie unter Spur die Anweisung ,Geometriespur®. Greifen Sie den Punkt P und erzeu-
gen Sie seine Geometriespur.

Hinweis: Wegen der besseren Ubersichtlichkeit wurden die Messwerte fiir s; und s, nach-
traglich ausgeblendet.

Um eine analytische Beschreibung dieser Figur zu finden, Jy
wird ein Koordinatensystem eingeftihrt. Der Brennpunkt F; 5
wird in den Ursprung, der Brennpunkt F, auf die x-Achse bei 4
X = 6 gelegt. Die weitere Konstruktion erfolgt so, wie oben 3,. s . \.
beschrieben. Die Strecke LP bezeichnet das Lot von P(x|y) ﬁ o
auf die x - Achse. Das Lot teilt das Dreieck F; F,P in zwei _— !
rechtwinklige Dreiecke, auf die der Satz des Pythagoras an-
gewendet wird. Mit |F, F,| = ¢ folgt:

s1 =+/x2+y2unds, =./(c —x)?+ y?

Mit der Bedingung s; + m - s, = a und zweimaligem Quadrieren ergibt sich mit dem TI-Nspire
eine recht kompliziert aussehende Relation f(a,c,m,x,y), mit der sich aber gut weiterarbeiten
l&sst.

"o

x

{1 2 3 475 @7 8§s

..h....ﬂ'
s1+1.5-5: 12

fla,c,mx,y) = 4a’m?- (x* + y* + ¢ — 2cx) — [(m? — 1) - x® —2cm? - x + (m? — 1) - y? + a® + ¢? -mz]2

Bei der Herleitung mit dem TI-Nspire ist es sinnvoll, einige Umformungsschritte h&ndisch
vorzubereiten, aber die Durchfiihrung dann dem TI-Nspire zu tiberlassen.

Zunachst werden die Terme fir s; und s, auf dem Rechner definiert:

sI:=j.t2+y2 :52:=J{c—_r}2+y2

© T3-Deutschland 2022 Seite 5
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Dann wird die Bedingung s; + m - s, = a gedanklich zu s; = a — m - s, umgestellt. Um das
erste Quadrieren auf dem Rechner zu realisieren, wird zusammen mit dem Befehl expand
die Rechnung

expand(s? = (a —m- s,)?) ausgefiihrt.

(572 2) 2,2 2 2,2, 2 2 2,2 .2 2 2 2
expand\s] :(a—m's2] xTHyTE2ram T2 cxtyTHeT tm T T2 cmT o xmT yTraT et m

Die entstandene Gleichung wird so umgeformt, dass der Wurzelausdruck mit dem Vorfaktor
auf einer Seite allein steht und die beiden Seiten der Gleichung werden zum zweiten Male
quadriert.

2

.., , .
2 22 ) 2 (2 22,2 2,2
(_2'a-m' 1°=2 o xtyTte ) :'_m T2 e xtyT+e” - x Ty +a

33[2 33]]3]3 3[3]3332
4-a”-m= -2 ¢ xty“+e” = mT-1)- 27 -2 com® - xHim T 1) y“+a"+e™ m

Die Gleichung wird durch Subtraktion der rechten Seite umgeformt. Die dadurch neu ent-
standene linke Seite wird als Funktion f(a,c,m,x,y) definiert.

Fertig

f{a,c,m,.ty}:=4- az- mz- ',1'2—2- c _t+y2+c2]—[[m2—1]- .1'2—2- c mz- _r+lm2—1]- y2+a2+c2- mz]z

Diese Umformungen durch Quadrieren sind notwendig, weil der TI-Nspire in der Grafikan-
wendung Relation keine Wurzelausdriicke verarbeiten kann, sondern z. B. die Gleichungen
in Polynomform bendtigt. 575

v
Wir stellen nun die Relation f(12,6,1.5,x,y) grafisch dar. /\

Wird z. B. unter Graphs die Eingabe Relation gewahlt £(12,6,1.5,x)=0
und dort die Gleichung f(12,6,1.5,x,y) = 0 eingegeben,
so wird das zugehorige kartesische Oval gezeichnet.

o . . N 54.
Durch das zweimalige Quadrieren entstehen zwei ge-
schlossene Kurven. Die innere Kurve entspricht dem
durch die Geometriespur erzeugten Graphen.
Wird neben der mit f(12,6,1.5,x,y) = 0 rechnerisch er- "28.43

zeugten Kurve im gleichen Bildschirm auch die oben

beschriebene Konstruktion durchgefuhrt, ist die De-

ckungsgleichheit der kartesischen Ovale gut zu erken- 6713 1 "
s 3,91

nen. (31’ 3 . \

Zwischenfazit: 3 7 6 5 43 2 !1_1 123 4567 8/9
. .. . “2w
Mit modernen digitalen Mathematikwerkzeugen lassen s2+1.5: 52 -

sich auch kompliziertere mathematische Zusammen- 12.
hange relativ leicht und vor allem anschaulich untersu-
chen. Descartes hatte diese Mdglichkeiten nicht. Desto
groRer ist unser Respekt vor seinen Leistungen. £(12,6,20)=0

Eine analytische Untersuchung der kartesischen Ovale £(12,6,-3,x)=0

ist wohl im Schulunterricht nicht mdglich. Aber die phéa- /-\
nomenologische Betrachtung von kartesischen Ovalen - &)
anhand der grafischen Darstellung ist durchaus auch fiir £(12,6,10,x.)=0 \/
die Schule denkbar. Ein Beispiel fur das Variieren des '

Parameters m soll das in nebenstehendem Bild illustrie-

Oy X

P

Y

f(lz,é', 1.5,\.“_].')=0

y

¥x

(

f(ll,!'}, l,\;!r):uj
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ren. Auch Schieberegler lassen sich daflr verwenden. Analog kénnen auch die anderen Pa-
rameter variiert und deren Veranderung beschrieben werden.

Besonders spannend ist eine Variation des Berechnungsterms in der Geometrieanwendung,

also z. B. eine Untersuchung von
sl - s2 = 2 oder sin(sl) + s2= 6 oder ... anstelle von s1 + s2 = konstant.

1 em
sl-s2 2
8.04cm

sin sI +s2 5.79

7.1ecm W\Oécm

© T3-Deutschland 2022
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Vier-Kreise-Satz

Von Descartes stammt auch der sogenannte Vier-Kreise-Satz:

Zu drei sich gegenseitig beriihrenden Kreisen mit den Radien ry, r, und
r; findet man immer zwei Kreise, die diese drei Kreise einmal von innen
und einmal von aul3en berthren.

DESCARTES entdeckte den Zusammenhang*

2 (Ko®+ Ko+ ka™+ kq?) = (Ky + ko + ks + k)2, wobei k; = +1/r; die Kriimmung der Kreise angibt
(negatives Vorzeichen fir k4, wenn der vierte Kreis die anderen drei von aul3en be-
rihrt). Um r, zu bestimmen, geniigt es, die oben angegebene quadratische Gleichung nach
der Variable k4 zu losen.

Um dieses Problem mit dem TI-Nspire nachvollziehen
zu konnen, wird das Problem in Teilprobleme aufgeteilt: // \

1. Gesucht sind drei Kreise, die sich gegenseitig berih- a -
ren. \
Man konstruiert ein Dreieck ABC, dessen Eckpunkte
die Mittelpunkte der drei Kreise sind.
Dazu konstruiert man den Schnittpunkt W der Win-
kelhalbierenden (Inkreismittelpunkt) und fallt von
diesem Punkt die Lote auf die Seiten, die entstehen-
den Schnittpunkte L, L,, L5 liefern mit den Eckpunk-
ten A, B und C als Mittelpunkte die Radien AL, = 1y,
BL, = 1,,und ACL; = ;.

2. Die Radien der ,4. Kreise“ (der Radius des inneren
Kreises wird im Weiteren mit r,und der des aul3eren Kreises mit rs bezeichnet) werden
nach der Descartes-Formel berechnet.

Hierzu nutzt man die App Notes und verkntpft dort die im Geometriefenster berechneten
Werte fur die drei gegebenen Kreise und berechnet die beiden Werte fur die gesuchten
Kreise.

rl » 3.51112
r2 » 4.19553
r3 » 5.29083

12 (1\V2 (12 (13 (1 1 1 1)2
rr4:=zeros|2: ||—| H—] H—]| +—| |-|—+—+—+—] r4d
rl r2 r3 r4 rl r2 r3 r4
» {-9.56289,0.654065 }
rrd > {-9.56289,0.654065 |
rd:=rr4[ 2] » 0.654065
r5:=rra[ 1] » 9.56289

4 Zum Beweis: https://www-m10.ma.tum.de/foswiki/pub/Lehre/SS13/LASeminarSS13/MonikaFolien.pdf
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3. Den Mittelpunkt des inneren Kreises findet man als Schnittpunkt der Kreise mit den Ra-
dien
ry+ 4, ro+rgundrs+ ry um die Eckpunkte A, B und C.

4. Den Mittelpunkt des &ufReren Kreises !

findet man als Schnittpunkt der Kreise rl fié
mit den Radien g

ry— r1, rg— r und ry—rz um die Eckpunk-
te A, B und C. Die entsprechenden Wer-
te werden dynamisch im Geometrie-

fenster berechnet. Nun kann man belie-

r4=0.422104
r5=18.1337
Pitrd 3.94

r2+r4\1.84

big groRe Kreise erzeugen und die I B
Exaktheit der Konstruktion beobachten. r5—rl  14.6
r5-r2 16.7
r5—r3 12.2
Das kartesische Blatt (Folium)
Neben dem Koordinatensystem wird auch 6.67 ;v
eine algebraische Kurve zu Ehren Descar-
tes als kartesisches Blatt bezeichnet. Die _\'3-0-_},'3=a- Xy
Gleichung dieser Kurve lautet
X3+y3=a-x-y. 10
Im Graphikfenster kann man diese Kurve 3
nach Einstellung des Graphikmodus auf 10 a =6. ! 1
Relation direkt zeichnen. ,_'__'1_
Descartes soll Fermat die Aufgabe gestellt

haben, den Anstieg der Kurve x3 + y* = 3xy
an der Stelle x = 1,5 zu berechnen. Wie Fermat das Problem |6ste, wissen wir nicht, zeigen
hier aber zwei Wege, die uns mit dem digitalen Werkzeug zur Verfiigung stehen.

1. Die LOsung der algebraischen Gleichung nach vy liefert drei Teilldsungen. Speichert man
diese drei Losungen als Funktionen f, g und h ab.

Fertig

flx):=2- f;-cos

12/, =
3
Fertig

3
Ferti; -

& 2

2 s
- sin!|—
sin _2

| 3

n
=
3

glx)=2- [x -sin h(x):=2- J; sinl

Betrachtet man die Definitionsbereiche der drei Funktionen, so erkennt man auch, dass
der linke Ast (im Il. Quadranten) hiermit nicht erfasst wird.

© T3-Deutschland 2022 Seite 9
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2.52

Nun kann man - etwas aufwandig — z. B. die Funktion f differenzieren und erhalt als An-
stieg der Funktion f an der Stelle x = 1,5 den Wert -1.

fl1.5) 1.5
fa1(1.5) -1.
Man erhéalt damit auch als Tangente an den Graphen von f an der Stelle x = 1,5 die Glei-
chungy = 3-x.
S B3(x)=3—x

f1(x)=f(x)

0.2

Analog kdonnte man dies auch fur die Funktionen g und h durchfiihren.

2. Implizites Differenzieren
Die implizite Differentiation ist eine Moéglichkeit, einen Ausdruck, der nicht explizit durch
einen Term (eine Funktion), sondern nur durch eine algebraische Gleichung gegeben ist
(implizite Kurve), abzuleiten. Dabei bendtigt man i.d.R. verschiedene Regeln der Differen-
zialrechnung, wie Produkt- oder Kettenregel. Beim impliziten Differenzieren der algebrai-
schen Kurve von Descartes erhalt man beim Ableiten nach x:

d d
3-x2+3-y2- E(y)=3-y+3-x- E(y)

Hier wurden die Produkt- und die Kettenregel angewendet. 2
Sortiert man nun die Gleichung um, erhalt man einen Ausdruck fir die dy _yx
Ableitung: dx
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Wenn Descartes einen TI-Nspire gehabt hatte ... Hubert Langlotz
Wilfried Zappe

In der Gleichung x® + y* = 3xy ergibt sich fiir x = 1,5 drei Lésungen, die zu den drei Funk-
tionen f, g und h von oben gehdren.

solve x3+y3=3-x-y,y Ix=1.5

y=-2.42705 or y=0.927051 or y=1.5

Fury = 1.5 erhalten wir auch hier als Ableitung den Wert -1.

Anmerkung 1:
Das implizite Differenzieren wurde nicht mit dem digitalen Werkzeug, sondern handisch
durchgefuhrt. Der TI-Nspire besitzt allerdings einen entsprechenden Befehl daftr:

. . ( 2 2 ) )
impDiflx~ +y~=3- x- yx,, x“-y

2

x-y

Anmerkung 2:
Im englischsprachigen Bereich werden mit implizitem Differenzieren sogenannte Related-
Rates-Probleme geldst.

Zwei weitere Darstellungsarten fiir die Kurve

Die Kurve lasst sich auch
a) mittels Polarkoordinaten

ri.(m y3-a- sin(e)- cos(f))
(sin(ﬂ))?) +(COS(9)) 2

i

)

[

-H AT

b) und durch eine mdgliche Parameterdarstellung darstellen.
Einsetzen von y = t - x in die algebraische Kurve liefert dann eine mdgliche Parameter-
darstellung der algebraischen Kurve fur t # —1.

x3+y3=3-x-y x3+y3=3-x-y

x3+y3=3-x-yly=t-x 0 +x0=31-x°

solve(t3-x3+x3=3' 1'X2)C x= Eal or x=0
£+

3t 2

y=t* xjx= 3 y:}_t

41 £+
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