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MMS-Aufgaben fur das Fach Mathematik

MMS-Aufgaben fiir das Fach Mathematik

Die schriftliche Abiturprifung im Fach Mathematik wird in zwei Teilen durchgeflhrt.

Im Priufungsteil A ist eine Verwendung von Hilfsmitteln nicht vorgesehen, im Prifungsteil B
durfen Hilfsmittel verwendet werden. Beide Prufungsteile enthalten Aufgaben zu jedem der
Sachgebiete Analysis, Analytische Geometrie/Lineare Algebra und Stochastik.

Der Prufungsteil A besteht aus mehreren kurzen, nicht zusammenhangenden Aufgaben.
Fur den Prufungsteil B sind umfangreichere Aufgaben vorgesehen, fur deren Bearbeitung
u. a. als digitales Hilfsmittel ein modulares Mathematiksystem MMS' vorgesehen ist.

Grundlegendes Anforderungsniveau

Die insgesamt zu erreichenden 100 Bewertungseinheiten verteilen sich folgendermalien
auf die beiden Prufungsteile und die drei Sachgebiete:

Sachgebiet Prufungsteil A Prufungsteil B
(ohne Hilfsmittel) (mit Hilfsmitteln)

Analysis 35

Stochastik 25 20

Analytische Geometrie/ 20

Lineare Algebra

Far den Prufungsteil A ist eine Arbeitszeit von insgesamt 60 Minuten, fur den Prifungsteil
B von insgesamt 165 Minuten vorgesehen.

Erhohtes Anforderungsniveau

Die insgesamt zu erreichenden 120 Bewertungseinheiten verteilen sich folgendermalien
auf die beiden Prufungsteile und die drei Sachgebiete:

Sachgebiet Prufungsteil A Prufungsteil B
(ohne Hilfsmittel) (mit Hilfsmitteln)

Analysis 40

Stochastik 30 25

Analytische Geometrie/ 25

Lineare Algebra

Fir den Prufungsteil A ist eine Arbeitszeit von insgesamt 70 Minuten, fur den Prifungsteil
B von insgesamt 200 Minuten vorgesehen.

"MMS bestehen aus Modulen wie einem Computeralgebramodul, einem Modul zum Darstellen von Funk-
tionsgraphen, einem dynamischen Geometriemodul, einem Modul zur Bestimmung von Werten von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen oder einem Tabellenkalkulationsmodul, die in geeigneter Weise
korrespondieren.
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MMS-Aufgaben fur das Fach Mathematik

Fir jedes Prufungsjahr stellt das IQB den Landern in Abituraufgabenpools fur die Facher
Deutsch, Englisch, Franzésisch und Mathematik Aufgaben flir den Einsatz in der
Abiturprifung zur Verfigung. Veroffentlicht werden nur diejenigen Aufgaben der Pools, die
von den Landern entnommen wurden. Die Veroéffentlichung der Aufgaben erfolgt
ausschlieldlich online. Die Aufgaben kdnnen hier aus urheberrechtlichen Grinden nicht
abgedruckt werden.

Die Aufgaben fur die Jahre 2017 - 2023 finden Sie auf den Seiten des IQB bzw. fur das
Jahr 2023 direkt Uber den Link in der entsprechenden Fullnote der Losungen in diesem
Heft.

In der Vereinbarung der Lander wird die Funktionalitat des zugelassenen CAS
beschrieben:

Es wird vorausgesetzt, dass das CAS Uber Funktionen u. a. verfugt, eigens zum

Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen (jeweils algebraisch),
Differenzieren und Integrieren (jeweils algebraisch),

Rechnen mit Vektoren und Matrizen (jeweils algebraisch),

Berechnen von einzelnen und kumulierten Werten der Binomialverteilung sowie von
Werten der Normalverteilung,

e Durchfihren von Berechnungen in Tabellen,

« Darstellen von Graphen.

Aulerdem wird vorausgesetzt, dass das CAS vor seiner Verwendung in einen Zustand
versetzt wird, in dem ein Zugriff auf Dateien und Programme, die nicht zum Lieferumfang
oder zu einem Systemupdate gehoren, unterbunden ist.

Hier bietet sich z. B. bei der Nutzung von Handhelds der Press-To-Test-Modus an?, fiir die
iPad-Version und auch fur die Schulersoftware fur Windows gibt es einen entsprechenden
Prifungsmodus®.

Erwahnenswert ist aullerdem, dass in Zukunft statt des Begriffs CAS der Begriff MMS
genutzt werden soll.

Diese Regelungen gelten bis zum Abiturjahrgang 2029.

Ab dem Abiturjahrgang 2030 gelten neue Regelungen.*

2 https://www.youtube.com/watch?v=PYm5jDoDE8Y
8 https://education.ti.com/de/resources/pruefungen
4 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/abitur/dokumente/mathematik/M_Hinweise_zur_V.pdf
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Der CAS-Taschenrechner
TI-Nspire™ CX II-T CAS
erfullt alle diese Bedingungen.

Dies gilt auch fur die zugehdrige Software und
die TI-Nspire™ CAS App fur iPad.

In den folgenden Lésungen der
Musteraufgaben fiir den Prifungsteil B ist
angegeben, wie die verschiedenen
Funktionalitaten des TI-Nspire CX II-T genutzt
werden konnen.
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Analysis 1 (grundlegendes Anforderungsniveau)®

1
a
(2 BE)
Der Graph der Funktion q'(x) = —q(x) 3y
Losung | geht aus dem Graphen der Funktion
q(x) durch Spiegelung an der x-Achse 4 e
hervor. f1(x)=e”
Die Wertemenge von q' umfasst den 1
Bereich der negativen reellen Zahlen, 3
also — < q'(x) < 0. £ —: 31 1
2 221160
Die Graphen der Funktionen lassen
sich rasch mit dem MMS zeichnen. -2
b
(3 BE)

Der Winkel zwischen dem Graphen von
Losung | q(x) und der Geraden y = 4 entspricht
dem Winkel, den die Tangente an den
Graphen von g(x) im Schnittpunkt
beider Graphen mit der Geradeny = 4
bildet. Der Tangens dieses Winkels
entspricht dem Wert der 1. Ableitung
von q(x) an der Schnittstelle.

Die Schnittstelle beider Graphen ist

x =-2-In(2) = —1,386.

Der Arkustangens von

q' (=2 -1n(2) = —e~ (=138 fjhrt auf

einen Winkel von ca. -76°. y=-4- x—44(2- In(2)-1)
solve(e_x=4,w) x=-2:In(2)
Der Schnittwinkel ist etwa 76° grof3. el x=-1.386

Hinweis: Mit der grafischen Darstellung
lasst sich das rechnerische Ergebnis
kontrollieren.

zan"(-e"")h-rl.zss

5 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/grundlegend/2023 _M_grundlege 20.pdf
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

c
(3 BE)
Schon aus der grafischen Darstellung lasst sich P(0[1) als
Losung | gemeinsamer Punkt vermuten. Das Iasst sich rechnerisch leicht

nachweisen: Firx =0 gilt g(0) = e ®*=1und p(0) = -02-0+1 = 1.
Also ist der gemeinsame Punkt P beider Graphen der Punkt P(0|1).
Mit ¢’ (x) = —q(x) folgt g’(0) = —e~° = —1. Der Anstieg der Tangente
an den Graphen von g(x) ist m = —1. Da es um die Tangente im Punkt
P(0|1) geht, ist der y-Durchgang der Tangente bei n = 1. Die Tangente
an den Graphen von q(x) hat die Gleichung y = —x + 1.

Mit p'(x) = —2x — 1 folgt p’(0) = —2 -0 — 1 = —1. Der Anstieg der
Tangente an den Graphen von p(x) ist m = —1. Da es um die Tangente
im Punkt P(0|1) geht, ist der y-Durchgang der Tangente bei n = 1. Die
Tangente an den Graphen von p(x) hat ebenfalls die Gleichung
y=—-x+1.

Alternativer Losungsweg:

A solve(e Xaox? oy 1,\')
x=7.03e-8 or x=7.03e-8

nSolve(e _'\'=-.\'2—.\‘+ 1,x,-0. l) 0.

tangentLine(e X .\',0)

1-x f;(-;):-a_ e —xi+1

tangentLine(-.\'Z-.\'+1,\',0) | \
I

Das Gleichsetzen der beiden Funktionsgleichungen fuhrt nur auf einen
Naherungswert fur die Schnittstelle, liefert aber einen guten Hinweis
auf die Schnittstelle x = 0. Bei Verwendung von nsolve lasst sich bei
geschickter Wahl des Startwertes auch die Losung x = 0 finden.

Die beiden Tangentengleichungen kdnnen auch mit der Option
[tangentline] ermittelt werden.

Eine grafische Darstellung unterstutzt den Losungsprozess.

© 2024 T° Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

(3 BE)

Losung

Die Gleichung fob(q(x) —p(x))dx =4
gibt an, dass der Inhalt der Flache
zwischen den Graphen beider
Funktionen und der Geraden x = b die
Grole 4 FE hat. Die Grolde von b ist zu
bestimmen. Das kann auf grafischem
Weg geschehen und fuhrt auf b = 2,1.
Die GrolRe von b kann auch rechnerisch
durch das Lésen der obigen Gleichung
bestimmt werden:

q(x):=e_“' Fertig

p(,\'):=-x3-x+1 Fertig

b b=2.088
TAN solve([ (q(\')—p(x))dx=4,b)
0

© 2024 T° Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

2
a
(4 BE)
Die Koordinaten der Extrempunkte von h;(x) = (x2 —x — 1) -e™*
Losung | konnen mithilfe der notwendigen und hinreichenden Bedingungen

berechnet werden.

ll(ax):=(x2—.\'—a)- e~ Fertig

Z(4(19) S I [EE :
solve((l'.\‘—.\‘z)- e-x=0,1‘) x=0 orx=3 (“2‘5' ,\'+3)- e Xx=3 30

3 _ #(1,0) -1
ﬁ(h(m) ke n(1,3) 5 e3

Der Tiefpunkt hat die KoordinatenT (0|- 1). Der Hochpunkt hat die
Koordinaten H(3|5 - e3).
Der Abstand zwischen den x-Werten von T und H ist Ax = 3.

Der Abstand zwischen den y-Werten von Tund Hist Ay = 1 + 5-e73.

Der Abstand zwischen T und H ergibt sich dann mit dem Satz des
Pythagoras: [TH| = \/Ax2 + Ay? = /32 + (1+5-e73)2 ~ 3,25

Die grafische Bestimmung des Abstandes kann der Selbstkontrolle
dienen.

© 2024 T° Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

(5 BE)

Losung

Die x-Koordinaten der Extrempunkte von h,(x) = (x? —x —a) -e™*
kénnen mithilfe der notwendigen und hinreichenden Bedingungen
berechnet werden.

i(h(a,\')) (-,\'2+3-x+a-1)-e_x solve(al)z(a,\‘)-o,\')
dx 4 a+5 +3

alh(a,\'):=(-.\'2+3-,\'+a—1)- e ™ Fertig

2 e .e X
d—(h(a,\')) ( S.x a+4) e 2
d.\‘?‘ A

2 5. x-qrd)- e ety faa+s-e 2

a:’h(a,\‘):=('

(frars-)

2

& V4 a+5 _i
J4-a+5 -e 2 2

a2h (a ,\‘) pe=

Aus den Nullstellen der 1. Ableitung von h(a, x) ergeben sich die
beiden x-Koordinaten der Extrempunkte:
v4a+5+3 —-V4a+5+3
. und x,, = —
Die Wurzeln sind nur fur a > — zdefiniert, fura =— zfallen aber die

Xe1 =

. . 5 .
beiden Extremstellen zusammen, sodass es nur flir a > — ; Zwei

Extremstellen gibt.
Da die 2. Ableitungen von h(a, x) an diesen Stellen ungleich null sind,
ist auch die hinreichende Bedingung fur Extremstellen erfullt.

Da nur die 2. Ableitung an der Stelle x,, = “2r3*3

nur dort lokale Maxima vor.
J4-a+5 +3 -5
2 %
J4 a+5 +3

2

negativ ist, kommen

X=

=
]
o | w

8

lim
[

- 5. v4a+5+3 3
Furaz—zlstxelz > :E

geht x.; gegen unendlich. Da es nur fur a > — Zﬂberhaupt einen

lokalen Hochpunkt gibt, ist damit sichergestellt, dass es zu jeder Stelle
Xo1 > % einen lokalen Hochpunkt gibt.

und fur groler werdende Werte von a

© 2024 T° Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

w(4,30s) = 4,72 mTB am starksten ab.

3
a
(2 BE)
Der Funktionsterm von w(x) wird auf (2 Fertig
Losung | dem MMS gespeichert, und es wird der _
Grenzwert lim w(x) = 4 berechnet. Jim () k&
X—00 =
Bedeutung im Sachzusammenhang:
Die momentane Durchflussrate des Wassers nahert sich mit
3

zunehmender Zeit dem Wert 4 mT

b

(3 BE)
Der Operator ,Bestimmen Sie ...“ lasst Ay
Losung | lhnen freie Wahl bei der Wahl des 6 ( 4.30,4.72 )

Losungsverfahrens. So konnen Sie
z. B. anhand des Graphen die l4
Koordinaten des Wendepunktes im 3 A p—
monoton fallenden Bereich (fiir x > 0) d i (\) “(\)
naherungsweise bestimmen. 1
Die momentane Durchflussrate nimmt s
zum Zeitpunkt t = 4,30 s mit -11 1 2 3 456 7 8

Alternativ kann man die Koordinaten des Wendepunktes auch mit der
notwendigen und hinreichenden Bedingung fir Wendepunkte

bestimmen:

2 .\-3_'> cx+12)-e X d—zw\-
d—7(w(,\‘)) (4~ 20-> 1-) e d.\--"( ())
dx*®

solve((4- x2-20- x+ 12)- e ™ =0,\')
x=0.6972 or x=4.203 | [wlx))x=4.303

(-4 x2428 x-22)- £

(Ca 22528 x59): e X ptia0

0.1951

4.715

Es ergibt sich der Rechts-Links-Wendepunkt W(4,3|4,7) mit der

gleichen Interpretation wie oben.

© 2024 T° Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

c
(3 BE)

Losung | Das Flachenstuck, das der Graph von w mit der x — Achse und der
Geraden mit der Gleichung x = 10 einschliel3t, hat etwa den gleichen
Flacheninhalt wie das Rechteck, das die Gerade mit der
Gleichung y = 4 mit der x — Achse und den Geraden mit den
Gleichungen x = 0 und x = 10 einschlief3t.

Rechnerisch wird das auch schnell klar, wenn der Mittelwertsatz der
Integralrechnung verwendet wird:
10 4.
;- (4- (\'3—,\'— 1)- e-x+4)d,\'
10-0 | g
d
(3)
Losung

Die Differenz t(x) — w(x) gibt den
Unterschied zwischen den
Funktionswerten der Tangente t und
dem Graphen von w an. Die Differenz
kann positiv oder negativ sein, je
nachdem, ob t oberhalb von w oder
unterhalb von w liegt. Sie ist null in den
Schnittpunkten von t und w.

Mit |t(x) — w(x)| wird auf das

Unterscheiden von ,t liegt oberhalb von
1 2 3

w*“ oder ,t liegt unterhalb von w* /
verzichtet. Es geht nur um die GroRe der Abweichung.

Mit % wird beschrieben, wie grol} die Anteile dieser

Abweichungen im Verhaltnis zu w(x) sind.
Damit beschreibt die Ungleichung %| < 0,05 mit x € [0,7;1,4],

dass die Tangente die zeitliche Entwicklung der momentanen
Durchflussrate in diesem Zeitraum mit einer relativen Abweichung von
weniger als 5 % von der durch w(x) gegebenen Entwicklung
beschreibt.

© 2024 T° Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

(4 BE)

Die beiden Zeitpunkte konnen mit x sowie x + 3 beschrieben werden.
Da w(x) die momentane Durchflussrate beschreibt, gibt das bestimmte

Integral f;+3 w(s)ds = 13 an, dass im Zeitraum von x bis x + 3

dreizehn Kubikmeter Wasser durch den Kanal flossen. Die Lésungen
der Gleichung fuhren auf zwei Werte x; = 0,8 und x, = 4,4.

x+3
u'(s) ds=13,x|Ix20

X

solve|

A

x=0.8151 or x=4.426

Damit kommen die beiden drei Sekunden umfassenden Zeitraume
infrage, die etwa 0,8 Sekunden bzw. etwa 4,4 Sekunden nach
Beobachtungsbeginn liegen.

Méglichkeit der Selbstkontrolle:

Y

_at)

/\\fl (x)=w(x)

12.96

,
B I
N
E
>
- W e N ® |
N
<
I
z
=
a0

'7'6'5'4'3'2'1_1 n23 4567 8 9101 8-7.6-5.4.3-2_11 12 3 4/5 6 7|8 9 101N

=k | x=k+3 2xx=k  x=k+3

Neben dem Graphen von w werden die Geraden x =kund x =k + 3
eingezeichnet. Fur k wird ein Schieberegler eingerichtet. Der Inhalt der
Flache, die der Graph von w mit der x-Achse und den beiden Geraden
x = k sowie x = k + 3 einschliel3t, kann mit der Option [Graph
analysieren] angezeigt werden. Durch Betatigen des Schiebereglers
sucht man dann Naherungswerte fur k, so dass der Flacheninhalt

ca. 13 FE grof3 wird.

© 2024 T° Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Analysis 2 (grundlegendes Anforderungsniveau)®

1
a
(3 BE)
Eine Geradengleichung hat die Form g():=m- xn Fertig
Losung |y = mx + n bzw. als lineare Funktion solve(g(4)=18 and g(12)=6,m,1)
formuliert g(x) = mx + n. Mit Hilfe der == and 24
Koordinaten der gegebenen Punkte A und B - L
kann ein Gleichungssystem mit g(4) = 18 g(im=—and n=24 s
und (-3 -56.31
g(12) = 6 aufgestellt werden. ““( }
Die Berechnung liefert m = —% und n = 24. Der Neigungswinkel «
dieser Geraden gegenuber der Horizontalen wird berechnet mit
arctan(m) = a. Es ergibt sich « =~ —56°.
b
(2 BE)
; Die Durchschnittsgeschwindigkeit Iasst sich mit der Formel v = f
Losung berechnen, wobei s der Lénge der Strecke AB entspricht. Nach dem
Satz des Pythagoras gilt: s = V82 + 122.
Damit ergibt sich 2 2 202
\/82+?22 m m -
= - ~10=. 14
1,4 N
Hinweis. Da der Operator ,Bestimmen® (4,18)
genutzt wird, kann die Lange der Strecke e
AB auch grafisch bestimmt werden. 7 T o
1’ 6

6 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/grundlegend/2023_M_grundlege 21.pdf
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

c
(3 BE)
Fir die gesuchte quadratische Funktion f(x) =a-x?+ b x + ¢ sind
Lésung die Parameter a, b und c zu bestimmen. Die dazu notwendigen
Bedingungen sind f(12) = 6, f(20) = 0
und f(20) = 0. FUr die Berechnung ist €s | Ax):=a- x?+5- x+¢ Fertig
gunstig, zunachst die Funktionen fund ' | ;)2 4 ves Fertig
zu definieren.
Die Berechnung lieferta = =, b = —=> solve({gﬂo =0 {abc})
32 4 (20)=0
und ¢ = 7?5 @=— and b= > and c-1
37 4 2
Fur das Intervall [12; 20] gilt die Funktionsgleichung
3 o 15 75
f(X) - Ex - Tx + ?’ r(()]a-;amdb-Landc-1
die mit der Kontrollfunktion = . :
tbereinstimmt. e D=2
32 4 2
3x?2 15x 75 i
S
Eine Kontrolle im Grafikfenster ist sinnvoll.
© 2024 T° Deutschland Seite 14



Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Die Kontrolle der Losung von c¢) wird zur
Losung | Losung dieses Aufgabenteils genutzt.

1 -

R.17 2397

(5 BE)

Um die Lange des Startbogens b
Losung bestimmen zu kdnnen, benotigt man
einerseits die Lange des Radius r des
Startbogens sowie die GréRe des A( 418 )
Winkels g des Kreisbogens b. Die r ’
Lange des Radius r entspricht der 'B
Lange von AD, wobei D der D a
Schnittpunkt der Lotgeraden mit der \
y-Achse ist. Um D zu bestimmen, kann
man die Gleichung der Lotgeraden ermitteln.

Variante 1: Die Lotgerade steht senkrecht auf der Geraden durch A

und B, damit gilt die Beziehung m, = —mi = -is = 2
1 3

Damit kann die Gleichung der Geraden durch A und D bestimmt
werden. Es gilty = gx +n. Mitx =4 und
y = 18 (Koordinaten des Punktes A) folgt
46
n=—.
3

Damit gilt D(0; 22).

-
solvc—(lS-;' -'1+n,/1) 1—
2

Fur die Lange des Radius gilt dann: r = J42 + (18 — %)2 ~ 4,8m

Variante 2: Es gilt § = « = 56,3°. Damit gilt fir den Anstieg der
Geraden durch A und D

m = tan(90° — 56,3°) = 0.667.
Hiermit kann, wie in Variante 1, die Gleichung der Geraden bestimmt
werden.

Variante 3: Da der Operator ,Ermitteln* !

tan(90-56.3) 0.66692

genutzt wird, kann die Geradengleichung 2
direkt im Grafikfenster bestimmt werden. ]
Es wird die Senkrechte durch A bzgl. der 11=0.67x+15.33 %4
Geraden durch A und B konstruiert und ]
deren Gleichung ermittelt. Es ergibt sich ] L
y =0,67x + 15,33. 18 =
3 ES

Um die Lange des Kreisbogens b zu
bestimmen, bendtigt man den Radius r und den Winkel 3.

© 2024 T° Deutschland Seite 15



Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Es gilt die Beziehung: E 2

360° 2nr

Mit den ermittelten Werten folgt
b~ 4,7 m.

Variante:

Die Lange des Bogens kann auch direkt

im Grafikfenster ermittelt werden.

56.2

360

solve

b . b=4.7238
2-m 4.8074

—
4 4.725u

y=0.67x+15.22 x4

8
a
ad N
f
(3 BE)
Die neue Neigung 2 ist 2% = 18— _ 12
Losung b Thx T la-(rd) T 8-d’
FUr das gesuchte d gilt die Beziehung ~ 2T T3 i Hiermit folgt
_8
d=3 -12 -1 12 8
/\ solve =— d d=—
8-d 2 8-2:d 3

© 2024 T° Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

g
(6 BE)

Losung | Es bietet sich an, fur den neuen g1(x):=m- x+n Fertig]
Mittelabschnitt eine neue Funktion zu solve(g7(4)=18 and g7(12-d)=6,m,1)
definieren, die den zusatzlichen Parameter 12 Glaa-80)
d beinhaltet. Dazu wird eine neue o &2
Geradengleichung definiert, die durch die il g 050
Punkte A(4; 18) sowie B(12 — d; 6) verlauft. ot e leaad
Ein Vergleich mit der urspriinglichen a8 d8
Geraden g mit d = 0 bietet sich an.

o Adx)e 12x 6 (3-@-32) Fertig
d-8 d-8
g2(0) 24~ 3 x
Fur d = 2 ergibt sich die Geradengleichung :
ZU ga(x) = —2x + 26. 32022 26-2'x
Betrachtung der Neugestaltung des Auslaufbogens.
l:
Durch die Verschiebung des Mittelabschnitts verlauft dieser nun steiler
(m =-2 gegenuber m = — %). Die Verschiebung des Auslaufbogens
andert allerdings nichts am Anstieg der Parabel an der
BerUhrungsstelle. Damit kommt es dort zu
einem Knick. e s
Dies kann auch rechnerisch gezeigt D o
werden. il/nm(xil.r—lﬂ ;
Eine grafische Kontrolle bietet sich auch 25220
hier an.
2N\I5y
£3(x)=f1(x+2) o
\
%
\-\ f6(x)={p(x),1()*’x<14
Il: N
Man definiert die Funktionen p und q i o 25
sowie deren erste Ableitungsfunktion. Eine 3
erste grafische Kontrolle lasst vermuten, - ﬂ(x)—{q(x),MSxS]S
dass die Ubergénge ohne Knick und "’(")"i’ (x-10)%-2: (x-10)+6 o8
Sprung verlaufen. Dies wird rechnerisch -
nachgewiesen. e c-19)? e
1. Stelle x = 10: z =
Hier gilt g2(10) = p(10) und da p‘(10) = -2 psbo):=—=(plx)) =
ist, erfolgt hier der Ubergang ohne Knick 4 Fertig
und Sprung. aslo)=2 e} .
22(2,10) 6
p(10) 6
ps(10) B2
© 2024 T Deutschland Seite 17
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Da die grofRte Ausdehnung in x-Richtung
< 7m ist, sucht man nur im Intervall

[0; 7] nach Wendestellen. Es ergeben
sich Wendestellen fur

x=+k-m.
2

2. Stelle x = 14: p(14) 1
Hier gilt p(14) = q(14) und p'(14) = q'(14).  |4(9) 1
Auch hier erfolgt der Ubergang ohne Knick |, %
und Sprung. 2
gs(14) =)
3. Stelle x = 18 )
Da q(18) = 0 und g‘(18) = 0 ist, geht die
Rutschbahn auch ohne Knick und Sprung  |4(19) 0
in die Horizontale Uber. gs(18) 0
2
a
(3 BE)
Die Funktion h und deren Ableitung h' FEL AN Fertig
Losung | werden definiert. 2 2
Fir h' folgt h'(x) = —220=2 oo 9) Fertg
Mit h(0) = 12,6 m und h(19,8) = 0,5 mist A EOn
der Startpunkt 12,6 m oberhalb der B s
Wasseroberflache. Die Rutsche hat eine
Ausdehnung in x-Richtung von 19,8 m. #(0) 126
A solve(n(x)=0.5x)x>0 x=19.771
b
(4 BE)
Die grolite bzw. kleinste Neigung liegt in psrbd ) Fertig|
Losung | den Wendepunkten von h vor. Es werden €x
die zweite und dritte Ableitung von h sss ()i (nss(x)) Fertig
bestimmt und h auf Wendepunkte . ;
untersucht ’ISS(.\') -3 COS(.\’)
Mit h*(x) = — = cos (x) liefert h“(x) = 0 _ _
maogliche Wendestellen. . 5

zems(hss(\').\')|0$xs7~ 1d
{n 3m 5w 7w 9w 1w 13-n}

JJJJJJJ

© 2024 T° Deutschland
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Fir x = = + 2k - w ergibt sich eine hs}zﬂﬂu"_ﬂulh}
2 SRR i K N

Neigung von {-1.2,0./1.20.,-1.2,0.1.2}
h'C + 2k 1) =-1,2=-120 %.
Far x = 37" + 2k - m ergibt sich eine Neigung von
N+ 2k-m)=0=0%.

Damit liegen an den drei Stellen

x = 2+ 2k -7 mit k € {0;1;2} die groften Y\‘(‘1.571,11.06)

Neigungen mit 120 % vor (Der Wert flr \x £1(x)=h(x)
k = 3 liegt aulRerhalb des betrachteten (%g54,7.288)
Intervalls.) N
Hinweis: o)l (14,2518
Eine Kontrolle im Grafikfenster ist sinnvoll. | J—

(4 BE)

Wie in Aufgabenteil b) schon gezeigt, gibt es drei Wendestellen
Losung | x = 37" + 2k - mit k € {0; 1; 2}. Fiir die drei Wendepunkte gilt:

11w 11w
))-

Wi(Z5 h(E)), Wa(Z55 () und Wa(=5; h(=E
Den Abstand der Wendepunkte vonelnander kann man vektoriell

bestimmen:
2m- \/ﬁ 21 \/_ >n 3n
W, W, |= und [W,Ws|= waed ¥ 4 '
(3 n) 9 m
h|— 12—
2 10
7-n 7-n
woi= 2 B
(7- rr) 21'n
h|— 12-
2 10
11 x 11' ¢
w3i= 2 -
11' ¢ 33 %
h 2~
2 10
norm(w.?—w]) 2-7 34
norm(w3-w2) 2:'n JE
Eine Kontrolle im Grafikfenster ist auch \
hier moglich \ £1(x)=h(x)
7.327u
72.327u \
k
1
192 1 22
2,49
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Lésungsvariante:

Es werden die Differenzen der zeros(s() )j0<x<7- { 3x 7x 11."}
x-Koordinaten und der y-Koordinaten fur BT
zwei aufeinanderfolgende Wendepunkte AT {_yr 7 11'n }) {2-m2-n}
betrachtet. Da diese jeweils gleich sind, et

haben die Punkte gleiche Abstande
voneinander.

© 2024 T° Deutschland Seite 20



Analysis - erhéhtes Anforderungsniveau

Analysis - erhohtes Anforderungsniveau

Analysis 1 (erhohtes Anforderungsniveau)’

1
a
(3 BE)
Der Funktionsterm
= 2 2 ertig -
Losung f(x)=x-(8—5x)" (1 — f) wird als Ao (s—s-ﬂ(x-i)“ :
Funktion f(x) gespeichert. solve(fx)=0,) .
Fiir die Ermittlung der Nullstellen von f wird woerxmg ot
die Gleichung f(x) = 0 gel6st. B 7.6
Es ergeben sich x; = 0, x, = g = 1,6 und 0 0

X3 = 4.
Es ergeben sich daraus die Zeitpunkte 06:00 Uhr (fur x4), 07:36 Uhr
(fdr x2) und 10:00 Uhr (fur x3).

Begrundung fur die Anzahl der Nullstellen: Die Funktion f ist eine
ganzrationale Funktion, die in faktorisierter Form angegeben ist. Ihre
Linearfaktoren sind x, (8 — 5 x) sowie (1 — f), wobei letzterer doppelt

vorkommt. Nach dem Satz vom Nullprodukt hat f Nullstellen genau
dann, wenn einer oder mehrere der Faktoren eine Nullstelle besitzen.
Deshalb sind bei den drei verschiedenen Linearfaktoren nicht mehr als
drei Nullstellen moglich.

Hinweis:
Die Uberlegungen zur Anzahl der Nullstellen lassen die Bestimmung
der Nullstellen x; = 0, x, = 8 =1,6und x3 = 4 auch ohne CAS zu,

- =
indem die Nullstelle jedes Linearfaktors im Kopf berechnet wird.

7 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/erhoeht/2023 _M_erhoeht B_6.pdf
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b
(1 BE)
Da f die Anderungsrate beschreibt und f(2) negativ ist, nimmt die
Losung | Staulange fur x = 2, also zum Zeitpunkt 08:00 Uhr, ab.
c
(3 BE)
Da f die Anderungsrate der
Losung | Staulange beschreibt, muss das

globale Maximum von f im Intervall Y A0.62,2.17)
0 < x < 4 berechnet werden. Der
Operator ,Bestimmen® erlaubt neben
einer rechnerischen Losung auch

andere Moglichkeiten, die das MMS [ N 1 /1
bietet. *

Mithilfe der 1. und der 2. Ableitung
von f kdnnen Sie die notwendige und

hinreichende Bedingung fur lokale

Extrema nutzen. £ -(x-4)- (5- x2-16- x+8)
Ableitungsfunktionen von f sind: 4
i) =—3-(x—4)-(5x2 —16x +8)  |#b) asa

fre)=-Tx*+18x—18
Die Nullstellen und damit mégliche lokale Extremstellen von f'(x) sind
x; = 0,62, x, = 2,6 und x5 = 4.

. . . i § AN ’
Sie werden hier als rationale xe:=zeros(fs(x),x) {0.620204,2.5798,4. §

Naherungswerte angegeben, sl e -
weil dies fiir den Sachverhalt ) {-8.27878,2.47878,76.}
(Angabe als Zeitpunkte) sinnvoll | Axe) {2.16921,-1.59321,0. }

ist.
Wegen f''(0,62) = —8,3 < 0 liegt bei x; = 0,62 ein lokales Maximum
vor.

Wegen f'"'(2,6) = 3,5 > 0 liegt bei x, = 2,6 ein lokales Minimum vor.
Wegen f"'(4) = —6 < 0 liegt bei x; = 4 ein lokales Maximum vor.
Bezogen auf das Intervall 0 < x < 4 ist dies jedoch ein Randmaximum.
Vergleicht man auRerdem die Funktionswerte f(0,62) = 2,2 und

f(4) =0, so wird klar, dass die Staulange fir x; = 0,62 am starksten
zunimmt, und zwar um ca. 2,2 km/h.

Wegen 0,62 - 60 = 37,2 nimmt die Staulange zum Zeitpunkt 06:37 am
starksten zu.

Wegen f(0,62) = 2,2 ist auch gezeigt, dass 2 kTm <22 kTm <3 kTm ist.
Eine grafische Ermittlung des globalen Maximums ist auch moglich.
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d

(2 BE)
Der Graph der Anderungsrate liegt B 12 13 G raD [I] X

Losung | nurim Intervall zwischen den ersten K
beiden Nullstellen x; = 0 und x, = 2 ‘
oberhalb der Zeitachse, danach 221\ (4,60,0.00)
unterhalb dieser Achse. Die 2z A { \% 4§ 74
Staulange nimmt also fir 0 < x < 1,6 ; \/
standig zu und danach bis x = 4
wieder ab. Demzufolge ist der Stau L £1(x)={r(x), 05x<4
fur x = 1,6 am langsten, dies ist zum

Zeitpunkt 07:36 Uhr der Fall
(vergleichen Sie die Lésungen zur Teilaufgabe 1a).
Hinweis:
Da der Stau um 06:00 Uhr beginnt, kann man aus dem Flacheninhalt
des oberhalb gelegenen Flachenstiucks ablesen, dass die grofite
Staulange etwa 2,21 km betrug. Diese Angabe war aber in der
Aufgabenstellung nicht verlangt.
Alternative Losung 1:

8

Aus den Angaben der Nullstellen x; = 0, x, = s = 1,6 und x3 = 4
(Teilaufgabe B1a), der Angabe f(2) < 0 (Teilaufgabe B1b) und der
Tatsache, dass f eine stetige Funktion ist, lasst sich auch ohne
Verwendung der grafischen Darstellung schlussfolgern, dass f(x) nur
im Intervall 0 < x < 1,6 nichtnegative Funktionswerte hat und
demzufolge am Ende des Intervalls bei x = 1,6 die grofite Staulange
erreicht wird.

Alternative Losung 2:

Mit der im Folgenden (Teilaufgabe 1e)
verwendeten Funktion s(x) fur die

Staulange kann deren Maximalwert Max(s(x) x)josxs4
ebenfalls bestimmt werden.

s(\'):-('—:)z. (4_\.)3

Fertig

X —

(s) 2.21184
AR
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(4 BE)

Losung

Wenn s(x) die Staulange angeben soll, dann muss s’(x) = f(x) also
die Anderungsrate der Staulange sein. Aulerdem muss s(0) =0

gelten, da der Staubeginn bei x = 0 liegt.

Wenn s(4) = 0 ist, dann ist die Staulange zum Zeitpunkt 10:00 Uhr
gleich null. Der Stau hatte sich dann vollstandig aufgelost.

Mit dem CAS wird die erste Ableitung
von s(x) gebildet und unter einer
geeigneten Variablen als Funktion
gespeichert:

s'(x) = — i-x-(x—4)2-(5x—8)
Ebenfalls mit dem CAS wird Gberpruft,
ob s'(x) = f(x) gilt.

Diese Rechnung wird mit ,true“ als wahr
bestatigt.

Auch die Berechnung von s(0) gibt den
Funktionswert null zurtck.

Da die Bedingungen s'(x) = f(x) und
s(0) = 0 erfullt sind, trifft die Aussage zu.

Fertig

()(i) (40)°

16

< (s()

dx

2.4 (.\‘-4)3- (5~ .1'-8) Ferdg

16

nls(\‘):-

rs

r(\')=a Is (\)
s(0) 0
3(4) 0

Da auch s(4) = 0 gilt, ist der Stau um 10:00 Uhr voéllig aufgeldst.

Alternative Losung:

Wenn die gegebene Aussage
richtig ist, dann muss s(x) eine
Stammfunktion von f(x) sein mit
der unteren Integrationsgrenze

x = 0.

Die Gleichung fot f(x)dx = s(t) wird mit ,true” bestatigt.

(3 BE)

Losung

Zum Zeitpunkt 06:30 Uhr gehort
der x-Wert x = 0,5, zum Zeitpunkt
08:00 Uhr gehort der x-Wert x = 2.
Die Zunahme der Staulange wird
berechnet durch

s(2) —s(0,5) = 1,3. Die Staulange
hat also um etwa 1,3 km zugenommen.

Die durchschnittliche Anderungsrate der Staulange erhalt man aus

s(2)-s(0,5)

~ 0,9. Sie betragt ca. 0,9 .
2-0,5 h
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Losung | Es sei x der gesuchte
Zeitpunkt, dann ist s(x) die

Staulange zu diesem solve(s(x)+0.5=s(x—1),\')|05x54

Zeitpunkt. x=0.53 orx=2.3
Der Zeitpunkt eine Stunde

vorher kann durch 0.53- 60 32,

(x = 1) angegeben
werden. Die zugehorige thERE —
Staulange wird durch s(x — 1) beschrieben. Nach den Angaben der
Aufgabe ist s(x) + 0,5 = s(x — 1).

Die Lésungen dieser Gleichung flr 0 < x < 4 sind x; = 0,53 und

x, = 2,3.

Allerdings ist x;, — 1 = —0,47 < 0, so dass fur den Zeitpunkt x; der eine
Stunde frihere Zeitpunkt nicht im Intervall 0 < x < 4 liegt.

Fir x, — 1 = 1,3 qgilt diese Einschrankung nicht.

Damit gibt es genau einen Zeitpunkt mit der verlangten Eigenschaft:
Um 08:18 Uhr war die Staulange 0,5 km geringer als eine Stunde
vorher, also um 07:18 Uhr.

(3 BE)
Lésung | Da die Kurve die Anderungsrate der Staulénge beschreibt, kann die
Staulange als Flachenbilanz der Flacheninhalte der Teilflachen
zwischen der Kurve und der Zeitachse betrachtet werden.
Flachenanteile oberhalb der Zeitachse reprasentieren eine Zunahme,
die unterhalb der Zeitachse eine Abnahme der Staulange.

Der gesuchte Zeitpunkt wird mit b bezeichnet. Die Staulange um
07:30 Uhr kann als Flacheninhalt zwischen der Kurve und der
Zeitachse im Intervall 0 < x < 1,5 interpretiert werden. Danach nimmt
der Flacheninhalt, also die Staulange, bis zur Nullstelle a zu. Da dann
die Flache zwischen der Kurve und der
Zeitachse unterhalb derselben liegt, kann \
von einer Abnahme der Staulange abx =a || /
ausgegangen werden. Wenn die Abnahme V v
im Intervall a < x < b genauso grof ist wie %‘ 1f5 5

die Zunahme im Intervall 1,5 < x < a, dann |
ist die Staulange genauso grol3 wie die im  |[7] NS 1=t
Intervall 0 < x < 1,5.

(3 BE)

Definieren Sie die Funktion hk auf
Losung | Ihrem CAS-Rechner in geeigneter
Form z. B. als h(k,x).

1 (Fec):= (= 3)k+ 1 Fertig

~
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Stellen Sie z. B. mittels eines Schiebereglers fur verschiedene k die
Graphen dar und untersuchen Sie hiermit verschiedene Falle fir das
Verhalten fur x - —oo.

70T TTTY

£1(x)=h(t,x)

1 £1(x)=h(t,x)
9.94

23

(Hinweis: Im Grafikfenster muss statt k ein anderer Parameter genutzt
werden, damit die Variable k nicht mit einem Wert belegt ist, hier wird t
genutzt.)

Vermutung:
Fir gerade k gilt: lim f; = oo.
X—>—00
Far ungerade k gilt: lim f;, = — oo.
X—>—00
Die rechnerische Uberpriifung fir k = 2 bzw. k = 3 bestétigt dies.
lim (11(2,\')) ©

X —=-®

lim (h(Z,\')) -®

X ==

(3 BE)

Lésung

Stellen Sie den Graphen fur verschiedene k dar und vermuten Sie

k = 3 legt die Vermutung nahe, dass alle

hiermit die gemeinsamen Punkte aller Graphen. [T ]

Die Darstellung der Graphen fir k = 2 und \ (.// f2tx)ehi2)
4,2

Graphen die Punkte (3; 1) und (4; 2) A

gemeinsam haben. i !
Eine rechnerische Uberpriifung belegt die i i)

Vermutung aus der Grafik.

Anmerkung: solv9(}1(’ \')=h(') \') \') x=3 orx=4

(Ein allgemeiner Ansatz liefert nur i i R

die Stelle x = 4) solve(h(10,\')=h(9,\‘),\‘) x=3 orx=4
solve(h (k;c) =h (m ;c) ,\') x=4 or k-m=0

Begrindung fur die beiden gefundenen Stellen:

Nur wenn die Basis (x — 3) den Wert 0 oder 1 hat, sind die Potenzen
(x — 3)* immer gleich 0 bzw. 1, egal ob k eine gerade oder ungerade
Zahl ist.

Xx—-38=0flhrtaufx =3 und x-3 =1 ergibt x = 4.
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Begrundung, dass es keine weiteren Stellen geben kann:

Da fur k = 2 und k = 3 nur zwei gemeinsame Stellen existieren, kdnnen
alle anderen Kurven der Schar auch nur noch dort gemeinsame
Punkte haben. Dies kann man mit dem CAS nachweisen.

h(k,3)k>0

h(k,4) k>0

(5 BE)

Losung

Definieren Sie zunachst die
Ableitungsfunktion h‘. Beachten Sie, dass
bei Funktionen mit Parameter der
Ableitungsterm zunachst ausgewertet und
dann erst gespeichert werden kann.

Nur fur k = 1 und k = 2 ergibt sich fur die
Ableitungsfunktion ein linearer Term
(Gerade).

Fir k = 1 kann h‘ nicht Tangente an h sein,
da h‘ den Anstieg 0 und h den konstanten
Anstieg 1 hat.

Fur k = 2 muss untersucht werden, ob h'
Tangente an h sein kann.

Eine Kontrolle dieser Uberlegungen im
Grafikfenster zeigt, dass fur k = 2 noch
untersucht werden muss, ob h* Tangente
ist.

Fur x = 4 ergibt sich auch rechnerisch der
gemeinsame Punkt (4; 2) von h und h'.
Der Anstieg von h an der Stelle x = 4
betragt 2 und stimmt damit mit dem
Anstieg von h* Uberein.

A(kx):m(c-2)K+1
A i(h(k.r))

hs(kex)i=he (e-3)%~1 Fertig

A hs(1,x) 1

hs(2,x)

BTV

(4,2)

£2(x)=hs(2,x) |

solv-}(hs(3,\')-/1(2.\'),\')
n(2,9) 2

hs(2,4) 2

Damit ist gezeigt, dass h* Tangente an h fur k = 2 ist.

(7 BE)

Losung

Begrindung: Sowohl P und Q als auch R und S haben
Ubereinstimmende x-Koordinaten. Damit sind PQ und RS parallel und

es liegt ein Trapez vor.
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Eine Veranschaulichung des Sachverhaltes ist hier firk =4 und k=5
dargestellt.

rap i) X

6.98 6.98 Ay [
el £3(x)=h(5,%) (| £3(x)=h(4,x)

-7.36

N =
-
~
o
&y

T
~
w
o

LI
-
~
o
iy

o
P
I
NS
=
o
~
Il
S

f4(x)=ha(5,x) f4(x)=ha(4,x)

-6.35 | .35 |

Um zu zeigen, dass die angegebene Aussage wabhr ist, kann man dies
zunachst an selbstgewahlten Beispielen Uberprifen.

Da die x-Koordinaten der beiden parallelen Seiten des Trapezes
jeweils gleich sind, bendtigt man nur die Langen dieser Seiten und die

Hohe des Trapezes (2 LE), um mit der Formel
a+c

A= - h die Flache zu berechnen.
Mith=2folgtA=2<-2=a+c
A=|PQ| + RS|

|hs(m.4)-h(m.-i)f|hs(m._‘)—ll(m..’)” +8

Fur k = 4 ergibt sich i
A= |PQ| +|RS| = 2+6 =8 FE. son, 4)-h(m )] » 2

|lm(n\,2)—h(m,3)| v 6

Fur k = 5 ergibt sich das gleiche Ergebnis: | lstm.4)-hm.&)/hs(m,2)-lw.2)] - &

A= |PQ| +|RS| = 3+5 =8 FE. i
|hs(m..’)—l\(m..’]| *5

Der Nachweis fur beliebige gerade k kann handisch geflhrt werden
oder man nutzt das MMS. Hier gibt es allerdings ein kleines
rechnerisches Problem, da ohne Einschrankungen fir den Parameter k
fur x =2 der Ausdruck (—1)* ausgewertet wird und dies ggf. auf
komplexe Lésungen fluhrt.

|hs(m,4)-h(m,4)+|hs(m,2)-h(m,2)|| » A\ [bs(m,4) - (m,4) +|ns(m,2) -h(m,2)||

m=2-k > 2k . \/( 4+ k-4)- cos(2: k- n) +4- k2 +8- k+5 +2- k 1’&
|hs(m,4)-n(m,4)| »2-|x-1] m=2- k1 > 2: kel

|bs(m,2)-h(m,2)| [bs(m,4) - (m,a)| - |2- k1]

|hs(m,2) -h(m,2)|
» o 2:\(2 k+1)- cos(2- k1) +2- 242 ks
\/" ((" kL) cosl2r ke 2.k 420k ])& . \/(4-;; 4)- cos(2: ko x) +4- K248 ks5 B

\]2-(2-hl+2~k2+2-hli » 2-[ke1] N PPV TR P

|\/2- (2vk*1-2~k2*2-k'l) -2~(H)|,A>o > 4K IJ 4 k-d+4- K248 k5 *2~£~l|\k>o "4k
Um eine Losung zu finden, muss man in den entstehenden Termen flr
die Stelle x = 2 den Ausdruck cos(2kr) einfach I6schen, da fur

k € N\ {0} gilt: cos(2km) = 1.

Man erhalt damit einen Flacheninhalt von A(k) = 4k.
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Hinweis: Mochte man nur mit naturlichen Zahlen flr k arbeiten, muss
mit der Systemvariablen n1 (Eingabe Uber @n1) gearbeitet werden.

Die Flache des Trapezes reduziert sich auf die Summe der
Seitenlangen der paralellen Seiten, also

F=a+b

Also sind die Seitenlangen in Abhangigkeit von einer natirlichen
Zahl k>1 und p (0 oder 1)

a(p):9h(2,2- k+p)-hs(2,2- k+p)
b(p):=n(4,2- k+p)-hs(4,2- k+p)| » Fertig

Damit geben sich fiir zwei aufeinanderfolgende k:
a(0)+b(0)k=nz and n1>1 » 4-n1/\ Hinweis: Eingabe:@n1
a(1)+b(1)jk=n1 and n1>1 » 4- n1/)

» Fertig
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Analysis 2 (erhohtes Anforderungsniveau)?

1
a
(4 BE)
Definieren Sie den Funktionsterm e ()2 Fertig
Losung | f,(x) = e* - (x — a)? unter einem _
geeigneten Namen und speichern Sie i(f(a.\‘)) (x-a)- (x-a+2)- €*
die Funktion ab. '
Bilden Sie die ersten drei Ableitungen  |aia;x):=(c-a)- (x-a+2)- e* L

von f,(x) und speichern Sie auch hier
die Funktionsterme unter geeigneten Variablen.

fila,x)=(x—a)-(x—a+2) e*
a,’(x)=(x2+(4_2a).x+a2_4a+2)_ex

T(x)=(x?+(6—2a)x+a®—6a+6)e*

a? d’
“—(fa) ~ V)
dx* %

(.\'3 +(4-2- @) x+a°-4- a+2)' e* (“'Z’L(é—?" a) x+a*-6: ‘”6)' e*

a37(a,\'):=(x2+(6-2- a)- .\'+a'2—6- a+6)- e~

Fertig

a?f(a,r):=(r2+(4—2- a)- xX+a 2—4- a+2)- e*

Fertig

Der gegebenen Abbildung des Graphen von f; , ist zu entnehmen,

dass der Wendepunkt mit der kleinsten Steigung fur x > 0 existieren
muss, und zwar dort, wo der Graph monoton fallend ist.

Fir die notwendige Bedingung wird die Nullstelle von f;, fir x > 0

nr

bestimmt und geprift, ob f;/, an dieser Stelle ungleich null ist.

3 ) ) 22 -1
solve :727{—,\' =0,x|jx>0 x=
2 2
3 2-\2 -1 1
a.?(—,\')h'- \/2_'—
2 2 2. ‘[2_ e 2
2 7. = 1
al/(;,\')l\'- - \L_ 1 J—’-_'_
2 2 (2_2. \/2_) e 2
. . . . 2vV2-1
Die kleinste Steigung wird an der Stelle x,, = angenommen.

2
Die Steigung an dieser Stelle ist f;,,(3/2,x) = (2-2v2): V22

8 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/erhoeht/2023_M_erhoeht B_7.pdf
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b

(3 BE)
Der gemeinsame Punkt Y der Graphen G, mit der y-Achse wird fur

Losung | x = 0 berechnet:
f,(0)e? - (0 — a)? = a?, also Y (0]a?).
Der gemeinsame Punkt X der Graphen G, mit der x-Achse wird fur
y = 0 berechnet:
0 =e*: (x —a)?, wegen e* # 0 flr alle reellen Zahlen x, muss gelten
(x —a)? = 0. Dies ist genau dann der Fall, wenn x = a ist, also gilt
X(al0).
Wegen e* > 0 und (x — a)? = 0 ist f,(x) = e* - (x —a)? = 0, deshalb
ist X(a|0) der Tiefpunkt von G,.

c

(3 BE)
Die von G, mit a > 0 und den Koordinatenachsen eingeschlossene

Losung | Flache mit dem Inhalt 3 Iasst sich nach den Ergebnissen von
Teilaufgabe b berechnen durch foa f.(x)dx = 3. Dieser Ansatz liefert
mit dem MMS den Wert a = 1,7588.
A so]ve('[of(a,\') dx=3,q

a=1.75880724302

Das gelbe Warndreieck weist darauf hin, dass es noch andere
Losungen geben kdnnte. Der Aufgabentext verlangt aber nur die
Angabe eines positiven Wertes, der nach der Rechnung ermittelt
wurde.
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(5 BE)

Der lokale Tiefpunkt ist nach Teilaufgabe b der Punkt X (a|0). Fur die
Losung | Ermittlung des lokalen Hochpunktes werden flir die notwendige
Bedingung die Nullstellen von £, bestimmt und gepruift, fir welche der
Nullstellen f;" < 0 ist.

so]ve(a Ij(a,\')=0,t) x=a-2 or x=a
aly(a,a—Z) -2 ea—?.
Aa,a-2) 4 92

Da die Stelle x = a zum lokalen Tiefpunkt gehért und die 2. Ableitung

von f,(x) negativ ist, liegt an der Stelle x = a — 2 ein lokaler Hochpunkt
mit den Koordinaten H(a — 2|4e%2) vor.
Die Gerade durch die beiden Extrempunkte x

y

liefert mit den Koordinatenachsen genau dann
ein gleichschenkliges Dreieck, wenn sie den

Anstieg m = —1 hat. Der Anstieg ist identisch mit

. 0 A
dem Differenzenquotienten m = ﬁ. X

1

4e?72-0 :
Es muss also gelten —— = —1. Diese

Gleichung liefert fur a den Wert a = 2 — In (2).

a=2-In(2)

4 ea—.?
solve =-1a
2

Alternative Lésung:

Die Gerade g durch die Extrempunkte T
und Hist von der Formy = m - x + n. Solve({
Durch Einsetzen der Koordinaten von H i i
und T kénnen der Anstieg m und der m=-2+¢°"" and n=2-a- 7"
Durchgang n durch die y-Achse glax)=-2- €92 x42: g- €92 Fertig
berechnet werden.
Die Gerade g hat die Gleichung y = g,(x) = —2-e% 2 -x + 2a-e® 2.
Das Dreieck ist gleichschenklig, wenn n = 2a - e*~2? genauso groR ist
wie der Abstand a vom Ursprung bis T(a|0).

O=m- a+n

,{ myn }

4 972 =(a-;1)' m+n

Aus dem Ansatz a = 2a - e 2 ergibt ) a-2
. . . - ' 2qr @ s

sich mit a # 0 die Losung
a= 2 _ ln (2) solve(g(a,\‘)-o,\') X=aq
solve(a=3- & ea—.‘:‘a) a=0or a=2—]n(2)
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e
(3 BE)
Es ist sinnvoll, fur die nun zugrunde gelegte Funktion
Losung fap(x) = e* - ((x —a+ b)* — b) auf dem MMS ein neues Problem zu
6ffnen, damit es nicht zu Uberschneidungen mit den bisher definierten
Variablen kommt.
f(a,b,r):=e'r- (_(.\'—a+b)2—b) Fertig
solve(f(a,b,\‘)=0,\')
x=a-\[b - ({ +1) or x=a-{b - (V& -1)
a5 (5 )5 (5 -0)
2 lo]
Es sind die Nullstellen x; und x, von f, ,(x) zu berechnen. Fir ihren
Abstand d ist der Betrag der Differenz beider Nullstellen zu ermitteln.
Es ergibt sich:
d = |x; — x| =2-/|b|
Der Abstand ist also, wie zu zeigen war, von a unabhangig (und nur fur
positive Werte von b gegeben).
Der Warnhinweis bezieht sich auf mogliche Veranderungen des
Definitionsbereiches der Terme.
f
(3 BE)
Graph | gehort zum grofReren Wert von b.
Begrindung: Der Graph zum grdéfieren Wert von b stellt die
Ableitungsfunktion der zum anderen Graphen gehdrenden Funktion
dar. Der Graph | hat eine Nullstelle, die zum lokalen Tiefpunkt von
Graph Il passt. Der Graph Il kommt als Graph der Ableitungsfunktion
nicht in Frage, da er keine Nullstelle besitzt, die mit der x-Koordinate
des Tiefpunktes des Graphen | Ubereinstimmt.
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(3 BE)

Es ist zu beachten, dass nach Teilaufgabe f gilt f, , (x) = fz p+1(x).
Daraus folgt:
Fap () = fapsa (X).
ap () = faps2(x).
6 = S sle)
Mit b = - 1 folgt daraus:
faea(6) = fao ).
il () = far (%)
1 () = fa2(0)
Zusammen mit den gegebenen Bedingungen folgt:
fa-1(a) = fao(a) = 0.
fa-1(@) = fa1(a) = 0.
a1(a) = fa2(a) # 0
Diese drei Bedingungen erlauben folgende Schlussfolgerung:
Fir jeden Wert von a hat der Graph von f,. _; an der Stelle x = a einen

Wendepunkt mit waagerechter Wendetangente.

(4 BE)

Losung

Fir Annaherung von links an die Stelle x = 2 ist 20 - sin(x) definiert und
es gilt dort 20 - sin (x) = 20 - sin (2).

Fir Annaherung von rechts an die Stelle x = 2 muss der Grenzwert fur
x — 2% von 20 - sin(x — 2) + 20 - sin (2) betrachtet werden. Dieser
Grenzwert ist ebenfalls 20 - sin (2).

Der Graph von h weist an der Stelle x = 2 keinen Sprung auf.

lim (20-sin(x-2)+20-sin(2))  20-sin(2)

,\’—vz+

Die Erganzung des Graphen ergibt sich durch eine
Parallelverschiebung des bereits eingezeichneten Graphen um 2
Einheiten nach rechts und um 20 - sin (2) Einheiten nach oben.

y

30

20

20- sin(x) 0<x<2
£1(x)= ’
) {zo~ sin(x-2)+20- sin(2), 2<x<4

1 2 3 4 5
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(3 BE)

Losung

Dem Graphen ist zu entnehmen, dass der grofdte Schalldruckpegel im
Intervall 2 < x < 4 als lokales Maximum angenommen wird.

Zur Berechnung dieses lokalen Maximums wird die Nullstelle x, von
h'(x) in diesem Intervall gesucht. Es wird geprift, ob h''(x,) < 0 gilt
und h(x,) berechnet.

h(\_).={2o. sin(x), 0<x<2 = O

20 sin(x-2)+20- sin(2), 2<x<4 —;(}z(,\')) -20- sin(\'—?.),2<\-<4
Fertig | |dx~

d 3 20- cos(\'), 0<x<2 -20- sin(x), 0<x<2 _=£ N -20

x(h(\)) {20- cos(,\'—Z),2<\'<4 {-20- sin(x—Z),2<\'<4 bk 2 s

solve(20- cos(.\'-2)=0,\')|2<\'s4 \_=£+2 h(.\')L\'= +2

o
v |3

Die Nullstelle x, von h'(x) in diesem Intervall ist x, = §+ 2 = 3,6.

Es gilt h""(x,) = —20 < 0 und h(x,) = 20 -sin(2) + 20 = 38,2.
Der Weckton hat nach ca. 3,6 Sekunden mit etwa 38,2 Dezibel den
grolten Schalldruckpegel.

(5 BE)

Losung

Es wird zunachst der Inhalt der Flache zwischen Graph und x-Achse
mit dem bestimmten Integral f04 h(x)dx =~ 93 FE berechnet.

Die Breite des Rechtecks istwegen b —a =4 —0 = 4.

Wird der Flacheninhalt von ca. 93 FE durch die Breite 4 LE dividiert,
erhalt man die Hohe des Rechtecks mit h =~ 23,25 LE.

Der durchschnittliche Funktionswert von h ist 23,25 Dezibel.

4 -40- cos(2)+40- sin(2)+40
11(.\') dx

93.017770524914 23.25
4
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(4 BE)

Losung

Der Weckton nimmt in den Bereichen, die oberhalb der rot
eingezeichneten Parallelen liegen, bestimmte Schalldruckpegel genau
zweimal an. Wurde man die Parallelen nach oben bis in die lokalen
Hochpunkte verschieben, dann wurden sich die Abstande der beiden
Zeitpunkte mit gleichem Schalldruckpegel verkleinern. Da die beiden
Kurvenbogen in den Intervallen [0; 2] und [2; 4] kongruent sind, genugt
es den links von x = 2 auf gleicher Hohe liegenden x-Wert zu

bestimmen und mit dessen Hilfe den gesuchten groRten Abstand zu
berechnen.

Zu berechnen sind die Schnittstellen von h(x) mit der Parallelen
y = 20-sin (2) im Intervall 0 < x < 2.

so]ve(ZO- sin(2)=/1(.\'),r)|0i\'52

x=mn-2 or x=2

2—(7[—2) 4-71

2-(n-2) 0.8584

Die beiden Schnittstellen sind x; = 7 — 2 und x, = 2.
Ihr Abstand ist x, —x; =2 — (r —2) =4 —m = 0,86. Das ist der
gesuchte Abstand. Er betragt etwa 0,86 Sekunden.
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Analytische Geometrie/Lineare Algebra -
grundlegendes Anforderungsniveau

Alternative 1 - Aufgabe 1 (grundlegendes Anforderungsniveau)®

1
a
(3 BE)
Speichern Sie die Ortsvektoren der gegebenen Punkte unter

Losung | geeigneten Variablen. Skizzieren Sie eine Raute EFGH mit dem
Diagonalenschnittpunkt J. Beachten Sie, dass alle Seiten der Raute
gleiche Lange haben und sich ihre Diagonalen halbieren.

6| [-10] [-2] [-6 -6 |
F e:=| ¢ |7=| 10 = 2 |9=| 6 6
1 4 4 4 4 |
norm(f—e) \/H
gi=j+j-e -6-
E 6
7
— —_— —_— _6 —
0G =0]+EJ = ( 6)und |EF| = V41.
7
Der Punkt G hat die Koordinaten G(—6|6|7); die Seitenlange der Raute
betragt V41 ~ 6,4 LE.
b
(3 BE)
: _ EFeEH :

Vs Mit cos(p,) = TEE)EE] wird der Innenwinkel ¢, am Eckpunkt E
berechnet. Da sich benachbarte Winkel in einer Raute zu 180°
erganzen, gibt ¢, = 180° — ¢, = 56° die Grole des Winkels am
Eckpunkt F bzw. H an.

ghttps://www.iqb.hu—berlin.de/abitur/pooI32023/abitur/pooI32023/mathematik/qrundleqend/2023 M_grundlege_14.pdf
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c
(3 BE)
Die Raute EFGH wird z. B. durch die Diagonale HF in zwei kongruente
Losung | Dreiecke zerlegt. Das Dreieck EFH hat die Grundseite HF und die
Hohe EJ.
norm(f—h) 8 \/2_
norm(/—e) 3
1 8- J_?— 3 12: \/?
Mit |FH| = 8 -v2 und |EJ| = 3 ergibt sich der Flacheninhalt des
Dreiecks EFH zu A, = 12 - V2 FE. Die Grundflaiche EFGH der
Pyramide ist doppelt so groR, also gilt Azzcy = 24 -2 FE.
Die H6he der Pyramide entspricht der Lange der Strecke JS.
: (k):-[;é,;f Fertig
4+
1s(k):=noxm(s(k)—j) Fertig
is(k) |k|'\/2_
solve(16- [k|=112,%) k=7 or k=7
Esist [JS(k)| = |k| - V2.
Das Volumen V der Pyramide EFGHS wird berechnet durch
V =2 Agre - [JS(O)| =5+ 24-VZ- k| V2 = 16 |k| VE
Nun soll k so bestimmt werden, dass V = 112 VE gilt.
Wegen 112 = 7 - 16 ergeben sich aus 16 - |k| = 7 - 16 die beiden
Losungen k = 7 und k = —7.
2
a
(3 BE)
Die Ubergangsmatrix m lasst sich als Tabelle und als
Losung )
Ubergangsdiagramm interpretieren:
g [von |[A |B |C X
i . e ‘ 0,6
A 08 [02 [02 0’8@ 0,1 _/’
B 0106 |01 '& Uj .;-7.‘1
C 0102 |07 '\‘@ ’
0,7
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b
(3 BE)
a
Losung Uber den Zustandsvektor 7, = <b> am Samstagmorgen ist folgendes
c
bekannt:
(1 a+b+c=160;
(2)a+b=c
Durch Einsetzen von (2) in (1) ergibt sich 2¢ = 160, also ¢ = 80.
d
Uber den Zustandsvektor v; = (e) am folgenden Morgen ist dem
f
Aufgabentext zu entnehmen, dass f = 70 gilt.
0,8a + 0,2b + 16
AuRerdem ist m v, = vy = ( 0,1a + 0,6b + 8 )
0,1a + 0,2b + 56
Da in C nun 70 Wagen stehen und es insgesamt 160 Wagen sind,
muss die Summe aller drei Zeilen von v; den Wert 160 ergeben und
fur die dritte Zeile kann man schreiben 0,1a + 0,2b + 56 = 70.
Das Gleichungssystem aus diesen beiden Gleichungen wird nach a
und b gelost.
0.8 0.2 0.2 a a
""=[0.1 0.6 0.1[Y%| » ib‘
0.1 0.2 0.7 80 80
vIz=m- 0 0.8 a+0.2:5+16. | | oo [{v7l L1} 21]sva[3,1)=160 ¢\
lo.l-a+0.6-b+8. °°lve({1'1[3,1]=70 Aas}
0.1- @+0.2- b+56. a=20. and b=60.
An der Station A befanden sich am nachsten Morgen 20 Wagen.
c
(5 BE)
50 — x
Der Zustandsvektor am ersten Morgen ist w, = (46 — x). Mit der
64 — x
Ubergangsmatrix M kann man den Zustandsvektor w; = m - wy am
nachsten Morgen bestimmen:
62 —1,2x
wy = (39 - 0,8x>
59 —x
50-x 50-x
WwO:=| 46 46-x
64-x 64-x
wli=m- w0 62.-1.2-x
39.-0.8-x
59.-x
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Nun sind alle Randbedingungen zu berlcksichtigen. Am ersten und
auch am zweiten Morgen standen bei A jeweils weniger als 47 Wagen
zur Verfugung. An allen drei Stationen waren es sowohl am ersten als
auch am zweiten Morgen mindestens 26 Wagen.

“-0%1,1%«;7 3<x<20 wi[1,1]<47 12.5<x<16.25
wol1,1]226 ¢ wi{1,1]226 ¢
CEE \‘-0[2,1]226’{‘\} e | W P 226’{"}

w0 3,1]226 wi3,1]226

Die insgesamt acht Ungleichungen sind gleichzeitig nur fur alle
naturlichen Zahlen x mit 12,5 < x < 16,25 erfullt.
Damit kommen fur x nur die Werte 13, 14, 15 und 16 in Frage.
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Alternative 2 - Aufgabe 1 (grundlegendes Anforderungsniveau)'’

a
(2 BE)
Das Prisma ist gegeben durch A(0]0|0), 1 X3
Losung | B(5/0]0), C(5[4]0), D(0[4|0), E(0[0[4),

F(5[0|4), G(5]3|3) und H(0|3]3).
Speichern Sie die Ortsvektoren dieser
Punkte unter geeigneten Variablen.

:
:

X2

Wenn das Viereck BCGF ein Drachenviereck ist, dann missen z. B.

zwei Paare benachbarter Seiten existieren, die jeweils gleich lang sind.

Das ist hier gegeben, denn es gilt [BC| = |[BF| und |GC| = |GF]|.

norm(b—c)=norm(b—ﬂ true

norm(g—c)=nonn(g—f) true

Alternativer Losungsweg:
Die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander und BG halbiert |CF]|.
BGoCF=0=BG LCF

dotP(g-b,/~c) 0

Der Punkt M(5|2|2) ist der Mittelpunkt von CF. M liegt auf der Geraden

durch B und G, also liegt M sowohl auf CF als auch auf BG und halbiert

die Diagonale CF.

c+f

mims=—

5

—_——
S )
St

solve(m=b+r- (g—b),r)

~
(]
w |

1Ohttps://www.iqb.hu—berlin.de/abitur/poolsZOZ:’)/abitur/pooI32023/ma'fhematik/qrundleqend/2023 M_grundlege_14.pdf
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(3 BE)

Losung

Die Ebene L durch die Punkte A, B und G kann in der Normalenform
durch 7 o (¥ — 0A) = 0 dargestellt werden, wobei z. B. #i = BG x B4 ein
Normalenvektor von L ist.

n:=crossP(a-b.a—g) [ 0

“ff

15-z-15- y=0

15

x=0 and y=-c¢I and z=c1/

Eine Gleichung der Ebene L ist —x, + x; = 0. Durch einen Vergleich
mit der Ebenengleichung r - x, + s-x3 = tergibtr = -1;s = 1;t = 0.

Hinweis:
Der Normalenvektor kann auch mit dem Skalarprodukt ermittelt
werden.

Alternative Losung:

Da der Ursprung A in der Ebene liegt, gilt t = 0. Setzt man die
Koordinaten von G in die Gleichung r - x, + s - x3 = 0 ein, so ergibt sich
r-3+s-3=0,alsor=-s,z.B.r=1unds=-1.

(3 BE)

Losung

Die Ebene L ist eine Symmetrieebene des Prismas ABCDEFGH mit
dem Drachenviereck BCGF als Grundflache. ABCDEFGH ist ein
gerades Prisma, L enthalt die Symmetrieachse BG der Grundflache
und steht zu dieser senkrecht.
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Gleichung I: 2--4-3 -5 = 60:

Das Prisma ABCDEFGH hat die Hohe 5. Der Inhalt der Grundflache
BCGF ist doppelt so grof} wie der Inhalt % -4 - 3 des Dreiecks BCG.

Gleichung Il: 3-5-4 = 60:

Denkt man sich das Teilprisma ICGJDH
vom grol3en Prisma abgeschnitten und
umgeklappt auf die Flache EFGH
gelegt, dann entsteht ein
volumengleiches Prisma mit der
rechteckigen Grundflache BIKF und der
Hohe FE = 5. Mit |BI| = |FK| = 3 und
|BF| = 4istdannV =354 = 60.
Hinweis: Es ist nur flr genau eine der
Rechnungen eine Erlauterung verlangt.

X1

Die mittlere Geschwindigkeit wird mit
V= % berechnet. Fur den Weg s kann

die Lange der Strecke FG in Zentimeter
und fur die Zeit t der Wert in Sekunden
eingesetzt werden. Unter der Annahme,
dass die Punktkoordinaten in Meter
angegeben sind, ergibt sich
_ |[FG|-100 cm ~ 53 ﬂ.
60 s S

norm(g—f)
norm(g—f)

norm(g—/‘)- 100

60

norm(g-f)- 100

60
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(3 BE)

Der Untergrund wird durch die x;x,-Ebene bestimmt, die durch den

Normalenvektor

Richtungsvektor

0
<0> charakterisiert werden kann. Mit dem

1
1

der Sonnenstrahlen (—1) kann dann der Winkel,
-2

unter dem das Sonnenlicht auf den Untergrund trifft, berechnet werden

durch sin(¢) =

rund 55°.

gilG

. Das ergibt einen Winkel der Grof3e von

‘ (:2)

A1
~{f1c)

sin"(0.81649658092772)

0.8165

54.74
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Xq 0 1
(0) = (3) +u- (—1) liefert u = 3 und damit
X3 3 -2

(3]0]-3):
Der Schatten, den das vollstandig herabgelassene Rollo auf der Wand

1
erzeugt, wird durch die Gerade g mit dem Richtungsvektor (—1) der

=7
Sonnenstrahlen und dem festen Punkt H(0|3|3) bestimmt. Weil der
Schatten auf der Wand liegt, ist fur ihn der x,-Wert gleich null.
Damit ist der Punkt (3|0|-3) der Schnittpunkt S der Geraden durch H
und dem Richtungsvektor der Sonnenstrahlen mit der x; x;-Ebene.

© 2024 T° Deutschland

Seite 45



Analytische Geometrie - grundlegendes Anforderungsniveau

Alternative 2 - Aufgabe 2 (grundlegendes Anforderungsniveau)'!

a
(4 BE)

Losung

Speichern Sie die Koordinaten der
Ortsvektoren der Punkte A(4|0|0),
B(0|4|0) und C(0]|0|4) unter geeigneten
Variablen.

Speichern Sie auch die Gleichung der
Ebene L4, in der A, B und C liegen, als
Funktion l1(x,y,z) :=x +y + z = 4. Die
Punkte DEF liegen in der Ebene
lo(X,y,z) :=2x + 2y + 2z = 5.

] |

Fertig

/.’.’(.\'ly,z):=2- X+2: y+2-2=5 Fertig

Das Dreieck ABC ist gleichseitig, denn
esist |AB| = |BC| = |AC| = 4 - /2.

Wenn fiir den Punkt G auf der Seite AC
gelten soll |AG]|: IGCIilz 3, dann muss
|AG| ein Viertel von |AC| sein:

0G = 04 +1-4C

G hat die Koordinaten G(3]0|1).

Skizze nicht mafstabgerecht

norm (b-c) 4. \/?
ez

a2

nonn(a—b)

norm(a —c)

1
gi=a+=—" (c-a)
4

—
- O W
—

(2 BE)

Losung

1
Die Ebenen L1 und L2 haben beide den Normalenvektor <1> Die

1

Ebenen sind also parallel oder identisch. Da aber z. B. der Punkt

A(4]0|0) nicht die Gleichung von L>
erfullt, sind sie nicht identisch, sondern

12(4,0,0) false

echt parallel, also haben L1 und L2 keinen Punkt gemeinsam.

1 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/grundlegend/2023 M_grundlege_17.pdf
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(3 BE)

Losung

solve(12(0,,0)»)

Die Punkte B und E liegen in den
Ebenen L4 bzw. L, die beide den

1

Normalenvektor <1> haben. e:=[3(,)5}
1

Der Punkt E liegt auf der y-Achse, fur

ihn gilt x =z = 0. Da E aul3erdem in der

Ebene L: liegt, muss y = 2,5 sein.
0 1
Der Vektor EB = (1,5) ist nicht parallel zu <1> deshalb ist der

0 1
Abstand von B zu E grofer als der Abstand von L4 und Lo.

Alternative Losung:

Die zu L1 und L2 senkrechte Gerade g durch den Ursprung hat die
1

Gleichung x =t - (1) Sie schneidet die Ebenen L1 und L2 in den

1
55,5

Punkten P (4 2 4) bzw. Q(g|g|g)-

31313

solve(l 1 (I,t,l),t) 4

[N 'S
w |
e,

B
;24

Der Abstand beider Ebenen entspricht dem Abstand von P und Q und
betragt |[PQ| = 0,866. Er ist kleiner als der Abstand von B und E mit
|BE| = 1,5.

[CH 'S

Lu|,p

lwlsb

solve(/.‘.’(r,t,z),t) 5

o |»n
o |»n

o |»n
o |n
e
o |

norm(e—b)

0.866

noml(p—q)

(3 BE)

Lésung

Die GroRRe des Winkels, den zwei Ebenen miteinander einschliel3en,
entspricht der Gro3e des Winkels ¢, den ihre Normalenvektoren
miteinander einschliefen. Es ist ¢ = 54,74°.
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0 1
Der Normalenvektor der xy-Ebene ist (0> von Lo (1)

B0 g

) 54.74

cos(p) = C°S"(%

il

()

(4 BE)

Losung

Es sei O der Ursprung des Koordinatensystems.

Betrachtet man die Pyramide OABC mit der Grundflache OAB und der
Hoéhe |0C| = 4, dann hat die Grundfldche die Form eines
rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten |0A| = |0B| = 4. Das
Volumen der Pyramide OABC kann dann angegeben werden durch

i-%-élz - 4. Dies ist der erste Summand der angegebenen Formel.

Analog kann der zweite Summand é . % - k? - k interpretiert werden als

Formel fiir das Volumen der Pyramide ODEF mit der Hohe |OF | = k
sowie der Grundflache ODE in der Form eines rechtwinkligen Dreiecks
mit den Katheten |0D| = |OE| = k.

Die Differenz beider Volumina gibt dann das Volumen des Korpers
ABCDEF an.

Der passende Wert fur k ergibt sich z. B. aus der Lange der Strecke
|OF| = k. Da F die Koordinaten x =y = 0 hat, gilt mit der Gleichung von
Lo: 2z =5, also z = 2,5.

Demzufolge hat k in diesem Sachzusammenhang den Wert k = 2,5.

(4 BE)

Der Punkt C’ muss in der xy-Ebene
liegen, also C’(x,y,0) und von A und B
den gleichen Abstand haben wie C.

2+2-3

[x » o]

SR o oo R0

x=2¢ \/3_+2 and y=2- (J3_+1)

¢ I:=[x y 0]

—_—

0C'=|2+2-3

0

Alternative Losung 1: Ay

Man stelle sich das gleichseitige
Dreieck ABC um die Seite 4B in die
xy-Ebene umgeklappt vor. Das
Bilddreieck ABC* ist dann ebenfalls

gleichseitig mit der Seitenlange 4 - /2.

q -~ w B om o
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Die Koordinaten des Bildpunktes C*“ von C koénnen als Schnittpunkt
des Kreises um den Punkt A(4|0]0) mit dem Radius r = 4 - /2 und der

Geraden y = x berechnet werden.

Alternative Losung 2:

Man stelle sich das gleichseitige
Dreieck ABC um die Seite 4B in die
xy-Ebene umgeklappt vor. Das
Bilddreieck ABC*" ist dann ebenfalls
gleichseitig mit dem Innenwinkel bei A’
von 60°. Das Dreieck A'B’C* ist
rechtwinklig und gleichschenklig,
deshalb ist der Innenwinkel bei A‘ in
diesem Dreieck 45° grol3. Die Gerade g

solve({yzx " 9 2 -{-\'J" } )I-\‘>0
(x-4)242=(a- 2)
x=2- (/3 +1) and y=2- ({3 +1)
Ay

6 Y £1(x)=x
5

|,
N,

2

1 0.0
- 45.00°Ngf. 75.00°

X

1 v 2 3 A s & 7 8 9
S A

durch die Punkte A* und C* bildet dann mit der positiven Richtung der
x-Achse einen Winkel von 180° — (45° + 60°) = 75°. Eine Gleichung

von g ist damit gegeben durch
y = tan (75°) - (x — 4).
Die Koordinaten des Bildpunktes C*

solve({i:; sl ,{_\—‘,,-})po

x=2 (3 +1) and y=2- ({3 +1)

von C kénnen als Schnittpunkt der Geraden g und der Geraden y = x

berechnet werden.

Alternative Losung 3:

Beim Umklappen des Dreiecks ABC
beschreibt der Punkt C einen Kreis um

M(2|2]0) mit dem Radius r = 2 - V6.

. WS |
301ve({((\'-2)2+(y_2)2=(2_ \/6—)2 '{~\l} })l 0

x=2r ( 3 +1) and y=2- (\/3_+1)

Dieser Kreis schneidet die Gerade y = x im Punkt C*.

Alternative Losung 4:

a:=}4 0 0]>[4 0 o]b:=[0 4 0]+[0 4 0]

c=0 0 4]+[0 0 4]

Lange CM: norm(m—c) > 2. fé_

Abstand des Punktes C' vom Ursprung:
norm(m—c)+norm(m) > 2 \/g +2- /2_
Wegen Symmetrie und Pythagoras gilt:

Mittelpunkt m: m:=a7+b > [2 2 0] Lange norm(m) > 2- E

solve(2-xz=(norm(m7c)+norm(m))2,x) > x="2¢ ﬁ 2 or x=2- E +2
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Analytische Geometrie/Lineare Algebra -
erhohtes Anforderungsniveau

Alternative 1 - Aufgabe 1 (erhdhtes Anforderungsniveau)'?

(3 BE)

Losung

Ubergangsdiagramm

(2 BE)

Losung

Fur die weiteren Berechnungen
kann man sich zunachst die
Ubergangsmatrix und einen
allgemeinen Startvektor
definieren.

Um die Aussage beurteilen zu
kénnen und nicht nur wahllos zu
probieren, betrachtet man den
allgemeinen Zustand des
Vektors vr nach der 1. Stufe. Es
ist einfach zu erkennen, dass

z. B. fur a = 0 die Gesamtzahl
der Munzen kleiner wird.

Ein mogliches Beispiel wird hier
gezeigt, d. h. die Aussage ist
falsch.

m: 1.7'(e,z,a)

50 a
0.3 e
0.2-z+0.5- a

m: 17'(10,5,0)
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c
(3 BE)
Setzt man die gegebenen Daten |- (50,20,a7) 50-al
Losung | fur die erste und zweite Stufe in 15.
50 0 0.5+ a1+6.
die Gleichung M - | 30 |=| 15
al a2 solve(m- 1r7'(50,30,a ])=1‘7'(0,15,a.?),a],a2)
ein und I6st diese Gleichung, so a7=0.and a2=6.
erhalt man a1 = 0 und a2 = 6. m- v(0,15,6) 300
Berechnet man nun hiermit die 0.
Werte fur die dritte Stufe, so &
|asst sich zeigen, dass die
dargestellten Anzahlen auftreten kénnen.
d
(3 BE)
Da die Ubergangsmatrix dreimal auf den Startvektor angewendet wird,
Losung 600
gibt der Vektor [ 180 | die Verteilung der Minzenanzahl in der vierten
36
Stufe an. Betrachtet wird dann der prozentuale Anteil der 8er Minzen
in dieser Stufe, der 4 % betragt.
e
(5 BE)
Um die geforderten Bedingungen p 00 p 0O
Uber die Anteile der Miinzen in MP=10 p 0 0p O
den einzelnen Stufen zu 00g¢g 0 0 g]
berucksichtigen, muss die : co. 1N
= ] T mp- m 0. 0. 50-p
Ubergangsmatrix noch mit einer 0.3+ 0 0
. . T ot p . .
quadratischen Matrix multipliziert 0. 0.2:g 05¢
werden, die die beschriebenen
e Sl mp+ m+ v(100,35,10) 500+ p
Die Verteilung der Minzen nach 32""
den ersten drei Stufen kann mit - 124
Hilfe des Summenoperators oder = A
auch schrittweise berechnet E (mp- m ) 1(100,35,10)
werden. A k=0
lmoo.- P
215.:p
. 34.
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Weiterhin wird eine Matrix (im
Bild mz) bendtigt, die den Wert
der einzelnen Munzen
berucksichtigt.

Da am Ende 300 Munzen mit
einem Gesamtwert von 462
Punkten vorhanden sein sollen,
muss die rechts angegebene
Gleichung geldst werden. Der
gesuchte Anteil ist p = 20 %.

1200.-p
215..p

34 q

solve(mz-

-[300], 4
462

1 o g |
128
1415.- p+34.- g
1630.: p+272.: @

p=0.2 and ¢=0.9|

(4 BE)

Lésung

Es ist sinnvoll, alle gegebenen
Ortsvektoren im CAS zu
speichern.

Dabei werden die Ortsvektoren
Ax und Bk in Abhangigkeit vom
Parameter k gespeichert.

Aufgrund der Skizze vermutet
man, dass die Strecken

CD und A, B, parallel sein
konnten. Bestimmt man die
zugehdrigen Vektoren CD und

B, Ay, so erkennt man, dass
beide Vektoren sich nurin

x-Richtung ,bewegen®, also
parallel sind.

Dies kann auch rechnerisch
Uberpruft werden.

Das Trapez ist ein Rechteck, wenn
E = AkBk |St

Dies wird mit dem MMS berechnet.

ergibt sich k = 2.

Fertig

Fertig

solve(d—c =p- (a (k)—b(k)),r)

5
2 (k+1)

norm

2 k=2
0 =norm
0

Es solve(2: |k+1| 5,k)|0<k<7

P

T
o | w
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b
(2 BE)
L& Da sich der Punkt Ak nur auf der y-Achse bewegt und der Punkt S die
osung y-Koordinate y = 0 hat, kann man den gesuchten Winkel im Dreieck
SAO mittels trigonometrischer Beziehungen berechnen.
- o _ 05 .
Es gilt: tan(60°) = o it - norm(s) H
norm(a(k))
k € [0; 7[. k=4.4641
Es ergibt sich k = 4,5.
Lésungsvariante:
Der Winkel @ zwischen einer Geraden und einer Ebene kann auch
vektoriell ermittelt werden.
Es gilt sin(a) = Igﬂl mit dem Richtungsvektor m der Geraden und
einem Normalenvektor 7 der Ebene. Da die Pyramide auf der
0
xy-Ebene steht, gilt z. B. 71 = <0> ]
1 0 0
n=
und fur den Richtungsvektor gilt H IO
z. B. - 1
0 m:=s—a(k) 0 |
m = :4—](_5) = (1 — k) ‘(}\'—1)
6 6
Hiermit kann nun der Wert von k solve(sin(601)= dotP(m) ,k)[05k<7
berechnet werden. norm(m)- norm(r) 5
= k=23 +1
Aus sin(60°) = @ folgt k = 4,5.
|7l |7 o dotP(m,n)
solve sm(00°)= JK||0Sk<7
norm(m)~ norm(n)
k=4.4641
c
(3 BE)
Das Volumen der vierseitigen Pyramide kann in Abhangigkeit von k
Losung | nach der Formel V(k) = §Ag - h berechnet werden. Da die Pyramide auf
der Grundflache steht und eine gerade Pyramide ist, gilt h =6
(z-Koordinate von S). Die Grundflache ist ein Trapez, dessen Flache
sich mit der Formel A = QTH “h
berechnen lasst. Die beiden #(k:=nom(d-a(¥) it
zueinander parallelen Seiten a und ¢ norm (5 (k)-a(k))+norm(d-c) )
entsprechen hier den Strecken 6 '
CD und AyBj. Vo7l G- ke 1les)
Die Trapezhohe entspricht der Strecke 6
A.D. wWi):=|ie=7|- (2- |+ 1]+5)j0<k<7 Fertig
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Es ergibt sich (unter Beachtung der
Intervallgrenzen) flr das Volumen

die Formel
V(k)=1k—-7|-(2-|k+ 1| +5. Eine
Kontrolle ist im Grafikfenster moglich.
Da V(k1) = 2V(kz) gelten soll, darf V(k2)
maximal halb so grol} sein wie das
maximale Volumen der Pyramide.

Man bestimmt das maximal mogliche
Volumen und bestimmt diejenige Stelle

ks, fir die gilt V(ks) = 2V (Kmax)-
Man ermittelt k; = 5,5.
Aufgrund des Monotonieverhaltens der

Funktion V(k) gilt fur das gesuchte
Intervall k, € [k3; 7[ mit k5 =~ 5,5.

JORY

e =

fm—
4

7-(3- {2 +2)

o —————

8

k=5.4623
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Alternative 2 - Aufgabe 1 (erhohtes Anforderungsniveau)’

1
a
(4 BE)
Definieren Sie die Ortsvektoren der gegebenen Punkte A(5|-2|11),
Losung | E(-2|5]15) und F(-2|-2|15) unter geeigneten Variablen auf dem MMS.

Da die Seitenflachen Rechtecke sind, lasst sich auch auf die
Koordinaten von D, B und C schlief3en:

D(5]-2|15), B(-2|5|11) und C(-2]-2|11).

FUr den Flacheninhalt des grau gefarbten Rechtecks qilt:

Ag = |AB| - |AD| = 28 -2 ~ 40 m?.

l,\'.‘c

:
11
28-\2

39.5979797464

P, & norm d-a)~ norm(b-a

Abbildung nicht mal3stabsgerecht

Wenn die beiden anderen Werbeflachen einen rechten Winkel
einschliel3en, dann muss z. B. gelten FD o FE = 0. Dies ist der Fall,
also bilden die beiden anderen Rechteckflachen einen rechten Winkel
an der Kante FC.

dotP(d—f.e—7) 0

Bhttps://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/erhoeht/2023_M_erhoeht B_2.pdf
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(3 BE)

Losung

Eine Koordinatengleichung der Ebene, in der die grau gefarbte
Werbetafel liegt, kann z. B. Uber die Normalengleichung

i o (¥ — 04) = 0 bestimmt werden, wobei gilt: i = AB x AD.

[
0 o

o

n:=cmssP(b—a,d—a) [

“fi

28- x+28- y-84=0
28

28- x+28- y-84=0

x+y-3=0

Die Ebene hat die Gleichung x; + x, = 3. Der Vergleich mit der
gegebenen Ebenengleichunga-x; + a-x, = b lieferta=1und b = 3.

(5 BE)

Losung

Der Mittelpunkt M der oberen Kante der grau dargestellten
Werbeflache hat wegen OM = OD;“OE die Koordinaten M G | % |15). Der
Mast, genauer die x;-Achse, durchstof3t die Flache DEF im Punkt
N(0|0|15).

d+e
1158 m—

2

0
n= 0

1
dotP (m

’C,: o |L~J (8] |\u

o o

w
—
w

-n,e -d) 0

Die Strecke NM ist wegen NM o DE = 0 senkrecht zur Kante DE.
Die Strecke NM hat deshalb den kiirzesten Abstand vom Punkt N zur
Kante DE.

Da die Werbeflache parallel zum Mast (zur x;-Achse) ist, hat auch kein
anderer Punkt dieses Rechtecks einen kurzeren Abstand zu P.

Alternativer Losungsweg: siehe IQB-Musterlésung.
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Der Winkel, den die Sichtlinie mit der Horizontalen bildet, kann tUber
den Sinus des Winkels, den der Vektor KG mit dem Normalenvektor

1

@ = arcsin el

KGl1

0
0
1

~ 21,3°

d
(3 BE)
Definieren Sie die Ortsvektoren der Punkte K(24|15|1) und G(4[-1|11)
Léosung | auf dem MMS.

0
(0) der x; x,—Ebene bildet, berechnet werden:
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(5 BE)

Losung

Die Abbildung veranschaulicht (nicht
maldstabgerecht) die Situation. Die
Mauer mit der oberen Kante PQ
schrankt das Sichtfeld des Kindes (K)
ein. Die blau eingezeichnete Ebene, die
durch die Punkte K, P und Q bestimmt
wird, beschreibt einen Teil der unteren
Grenze dessen, was das Kind von der
Konstruktion sehen kann. Die
Koordinaten des Punktes H konnen
dann Uber den Schnittpunkt der
Geraden durch B und E (rot
eingezeichnet) und der Ebene KPQ
berechnet werden.

Y X1

Definieren Sie die Ortsvektoren der

Punkte P(20]|-5|3) und Q(20|25|3) auf dem MMS.

Stellen Sie eine Gleichung der Ebene KPQ auf, z. B. durch

(KP xKQ) » (¥ — OK) = 0.

Eine Gleichung der Geraden durch B und E wird durch ¥ = OB +s-BE
bestimmt. Der Schnittpunkt beider Punktmengen muss dann der Punkt
H sein.

20| |20
P51 25
3 3 3

% gg(s):=b+s- (e-b) Fertig
dozp(cmssp(p—k,q—k),['),}—k) 0

gg(s) [

[ SIS
wn o

1
LA

=60+ x-120-z+1560=0 4 s+11|

solve(-60- -2-120- (4- s+11)+1560=0,s)

§=

w | w

(S) S
4

14

——

Der Punkt H hat die Koordinaten H(-2|5|14).

Alternative Losung:

Die Ebene E4, die durch K, P und Q bestimmt ist, schneidet die Ebene
Eo, die durch A, B und D festgelegt ist, in einer Geraden s+. Die Gerade
s1 schneidet die Gerade s> durch B und E im Punkt H und die Gerade
s3 durch A und B im Punkt G. Die Berechnung von G ist nicht verlangt,
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bietet aber eine gute Kontrolimdglichkeit durch den Vergleich mit den
gegebenen Koordinaten.

Die notwendigen Rechnungen werden dem MMS Uberlassen:

el(r.s):=a+z~. (d—a)+s- (b—a) Fertig el(r,s)lr= 5-c1-14 and s >-¢1-13
e20tu):=k+t- (p-K)+u- (g-k) Fertig i 18-5- ¢l
solvele 7(r,s)=e 2(t,20) 7,5,1) S-€I-15
5 c1-14 5 ¢1-13 c1+6 el o
? and s and = an® >
18-5-v Fertig
s2(y):=] 5 V15
5.y
— 4
2
s2(w):=b+w- (e-b) Fertig 51(4) -2
5
))=s 2(w). v w 3
solve(sl(l) s;’(u),l »“) v=4and w=: 14

Der Punkt H hat die Koordinaten H(-2|5|14).

s3(v):-a+v- (b —a) Fertig

=s3v),t,v 14 1
solve(sl(l) 53(1).“) — and ,,..;

=

]14 4
s : -1

11

FUr den Punkt G wurden die Koordinaten G(4[-1|11) ermittelt. Sie
stimmen Uberein mit den im Aufgabentext gegebenen Koordinaten.
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f
(2 BE)
Schreibt man den Ortsvektor der ,FuRballpunkte® auf, so ergibt sich
32 -8t
x(t) = ( 5 ) Da die x,-Koordinate konstant ist, haben
—5t2 4+ 6,5t + 0,3
alle Punkte den Abstand 5 von der x; x;-Ebene. Die Gleichung der
Ebene L, in der die ,Fulballpunkte® liegen, ist x, = 5.
9
(3 BE)
Hier ist nur eine Beschreibung des Vorgehens verlangt:
Losung | Die Gleichung 32 — 8t = 20 hat eine Losung t,. Setzt man diese
Lésung in die x; —Koordinate ein, so trifft der Ball auf die Mauer genau
dann, wenn 0 < x5(t;) < 3ist, also fir 0 < =5t + 6,5t; + 0,3 < 3.
Eine Rechnung ist nicht erforderlich. Sie wird hier nur der
Vollstandigkeit halber angegeben.
solve(32-8- t=20,7) 3
2y

2 3 -1.20000000000
=5-1°+6.5 t+0.3|[=7
Der Ball trifft nicht die Mauer, da t > 0 sein muss.
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Alternative 2 - Aufgabe 2 (erhohtes Anforderungsniveau)'

1
a
(4 BE)
Speichern Sie die Ortskoordinaten der gegebenen Punkte unter
Losung | geeigneten Variablen ab.

= o [idi=

0 0
3 b= 9
0 0

s(r):-H A

—
L S O
-_—

2 2
8 4
4 +

Den Punktkoordinaten lasst sich entnehmen:

A und B liegen auf der x,-Achse und haben den Abstand 9 — 3 =6
voneinander.

C und D liegen auf einer Parallelen zur x,-Achse in der Hohe 4. Sie
haben den Abstand 8 — 4 = 4 voneinander.

Die Strecken AB und €D sind also nicht gleich lang, aber parallel
zueinander.

norm(d~a)

[3%]
-

norm(c—b)

o
-

dotP(b-a,d-a) 6

Von gleicher Lange sind die beiden anderen gegenuberliegenden
Seiten: [AD| = |BC| = V21.

Da fur das Skalarprodukt gilt: AB o AD = 6 # 0, schlieBen die
benachbarten Seiten AD und AB keinen rechten Winkel ein.

Aus dem bisher Nachgewiesenen folgt, dass ABCD ein
gleichschenkliges Trapez, aber kein Rechteck ist.

14 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/erhoeht/2023_M_erhoeht_B_3.pdf

© 2024 T° Deutschland

Seite 61



Analytische Geometrie - erhdhtes Anforderungsniveau

(3 BE)

Losung

Schaut man in Richtung der x,-Achse
auf die x,x;-Ebene, so ergibt sich
nebenstehende Seitenansicht. Die
Hoéhe h des Trapezes ABCD kann mit
dem Satz des Pythagoras berechnet
werden:

h=vVaZ+22=v20=V4 5 =215
Der Flacheninhalt des Trapezes ist
CD+ AB . h

ATrapez =

X2

Atrape; =5+ 2+V5 =105,

Alternative Losung mithilfe des Vektorprodukts:
ATrapez :%' |EXﬁ| +%' |B_D)Xﬁ| =10-+/5.

65

* norm (crossP(b—a,d—a))

o | =

%- norm(cnossP(d-b,c-b)) & \/5_

65 +4- |5 10- 5

(3 BE)

Losung

Der Normalenvektor der Ebene E kann z. B. mit dem Vektorprodukt
ermittelt werden: 71 = AB X AD.

Damit wird Uber die Normalengleichung die Koordinatengleichung der
Ebene E bestimmt:

fio (¥ — 04) = 0.

n:=cmssP(b—a,d—a) l 24 |

X 24 x-12-z=0
dotP|n,| ., |-a|=0

B

z

24+ x-12-z=0 2: x-z=0

12

Die Gleichung der Ebene E ist 2x; — x5 = 0.
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d
(2 BE)
Schaut man wie bei Teilaufgabe b) in
Losung | Richtung der x,-Achse auf die

x,x3-Ebene, so ergibt sich
nebenstehende Seitenansicht mit der
Schnittgeraden zwischen der Ebene E
und der x; x;-Ebene. Alle Punkte, die
auf dieser Geraden symmetrisch zum
Koordinatenursprung liegen, haben den
Wert x, = 0. Die x,-Koordinaten dieser
symmetrisch zum Ursprung liegenden
Punkte haben den gleichen Betrag und
entgegengesetzte Vorzeichen. Fur die
x3-Koordinaten gilt x3 = 2 - x;.
Demzufolge haben auch die
x;-Koordinaten dieser Punkte den
gleichen Betrag und entgegengesetzte
Vorzeichen.

Fir die Losung dieser Teilaufgabe
genugt die Angabe zweier solcher
Punkte, z. B. (2]0]|4) und (-2|0]|-4).
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e
(5 BE)

Die Lotgerade ¢ von S; auf die Ebene E hat den Normalenvektor 7 von
Losung | E als Richtungsvektor und den Punkt S;als Stitzvektor. Die Menge

aller Lotgeraden bildet eine Ebene L, die senkrecht auf E steht und mit
E eine Schnittgerade g1 bildet. Aus den Schnittpunkten von g1 mit den
Geraden gz durch C und D sowie der Geraden gz durch A und B Iasst
sich auf die gesuchten Werte von t schliel3en.

Lotgerade/ senkrechte Lotebene L:
/(r,r):=s(r)+r- n Fertig

[(r,r) l 24-r l
6

-1

o

s

Einsetzen in die Gleichung der Ebene E: 2x; — x; = 0.

2- 24+ r=(¢-12- 7)=0 60- r—t=0

solve(60- r=t= O,r) t

y=—

60

Schnittgerade g1 von L und E:

Fertig

g I(t):=s(t)+L- n
60

Gerade g> und Schnitt von g1 mit go:

g2(r):=c+r' (d-c) Fernig

solve(g 7 (r) =g 2(r),r,r)

t=5and r=—

Gerade g3 und Schnitt von g1 mit gs:

g3(r):-a+r- (b—a) Fertig

solve(g 7 (r)=g3(r),t,r) i r=i
=

Die untere der parallelen Trapezseiten wird fur t = 0 geschnitten.
Die obere der parallelen Trapezseiten wird fir t = 5 geschnitten.
Fir 0 <t < 5 liegen die LotfulRpunkte im Inneren des Trapezes.

Alternative Losung:
Eine Gleichung der Geraden, die durch S; verlauft und senkrecht zu E

X1
steht, ist (xz) = 55; + r - 1. Mit 2x; — x; = 0 ergibt sich der
X3

LotfuRpunkt (§t|6|§t). Dieser liegt nur fir 0 < §t| < 2, also fur
0 <t<5im Inneren des Vierecks.
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f
(5 BE)
Die Gleichungen | und Il liefern denjenigen Wert von t, fur den das
Viereck ABC/{D{ ein Rechteck ist.
Begrindung: L
Die Gleichungen | und Il liefern denjenigen Wert von t, fir den BC/
senkrecht zu AB ist. Da das Viereck ABCD symmetrisch bezlglich der
Ebene mit der Gleichung x, = 6 ist und St in dieser Ebene liegt, ist
dann auch AD/ orthogonal zu AB und auBerdem ist C/D; parallel zu AB.
9
(3 BE)
Fall 1:
Losung | Gehtt von oben gegen 4 (Achtung, in

der Aufgabenstellung ist t > 4
vorausgesetzt!), liegt Stfast in der Hohe
der Punkte C und D. Dann verlaufen die
Strahlen von S; durch C und D fast
parallel zur x;x, —Ebene, d. h. die
Grundflache der Pyramide wird

unendlich grol3. Wegen t > 4 ist die
Hoéhe der Pyramide immer groler als 4.
Fall 2:

Geht t gegen unendlich, wird die Hohe beliebig gro3. Die Punkte D
und C* ricken dann immer naher an die x, —Achse heran, sie sind
aber stets mehr als zwei Einheiten von ihr entfernt, weil sie durch C
und D verlaufen. Der Inhalt der Grundflache ist deshalb stets grof3er
als der des Vierecks mit den Eckpunkten A, B, (2|8|0) und (2|4|0).

Das Volumen wird sowohl fiir t - 4* als auch fiir t - o unendlich
grol}. Diese Eigenschaft hat nur der Graph Gy, der hier als Losung
anzugeben ist.

Alternativer Losungsweg:

Die Gerade h1 beschreibt die Gerade von s(t) durch D:

hi (z,r):=d+r- (d—s(r)) Fertig

h1 (t,r)

Die Gerade h schneidet die x;x, —Ebene im Punkt D‘ = D:
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solve(r- (4-1)+4=0,) S
-4
d1 (1):=h I(z,y-)p-=i Fertig
-4
&(dl(t))' [ia et o]
-4 -4

Analog wird C* = C4 ermittelt:

solve(r- (4—z)+4-0,r) <8 i
t-4
h2(td‘):=c+r- (c-s(t))l Fertig z 1(1):=11 2(”)',_: 4 Fertig
-4
n20ey) I 242 ‘
2748 (7)) 8
r (4—1)+4 & :+2 :+8 0

Der Inhalt der Grundflache der Pyramide wird bestimmt:

1 (1):=%- norm(cmssP(a—d 1 (1),c 7| (1)-d 1 (1)))

Fertig
ﬁ?(t):--i-' norm (crossP(b -c] (t) a-cl (l)))

Fertig
e (e):=1(e)+72(e) Fertig

Das Volumen v(t) der Pyramide wird berechnet:

1 Ferti
o)== o) norm(s(?)) e
W) oD
A 2. J12436 - i +u
-4 3 (-4)2

Der Graph v(x) wird fur t > 4 gezeichnet:

500 Y

Text @ £1(x)={v(x),x>4
! 5. 504

Nur der in der Aufgabe gezeichnete Graph G2 hat diesen Verlauf.
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Stochastik - grundlegendes

Anforderungsniveau
Aufgabe 1 (grundlegendes Anforderungsniveau)'®
1
a
(2 BE)
Da drei verschieden Rostgrade probiert werden sollen, ergibt sich die
Losung | Anzahl der Mdglichkeiten aus 5 -4 - 3 = 60.
b
(3 BE)
L6 Die Aufgabe entspricht der Frage im Spiel ,6 aus 49° einen Sechser
osung | 2y haben. Es wird demzufolge die Lottoformel genutzt. Bezogen auf
die gegebenen Daten gilt:
10,190 Cr(190,170
P(B) = (10)(170) ~ 034 M > 0.33977|
(3%9) ’ nCr(200,180)
180
2
a
(4 BE)
Die ZufallsgroRe X: ,Anzahl der Sacke, die den
Losung | Qualitatsanforderungen entsprechen®, ist binomialverteilt und es gilt
X~Bs50,0.96 DZW. B35;0.96-
Beide Untersuchungsschritte kdnnen in der Berechnung zusammen
betrachtet werden:
Schritt 1 Schritt 2
Pso(X = 48) + Pyy(X = 47) - P,s(X = 24) ~ 0,81
binomCdﬂS(iO.96,48,50) # binodef{S(),O.96,47)' binomCdf(ZS,’
0.81222
Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass der Vertrag abgeschlossen wird,
betragt ca. 81 %.

15 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/grundlegend/2023 M_grundlege 24.pdf
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Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass hochstens ein Sack nicht den
Losung | Qualitatsanforderungen entspricht und der Vertrag damit
abgeschlossen wird, ist bei 15 Sacken gréfler als bei 25. Damit kdnnte
die kleinere Anzahl von Sacken im mdglichen zweiten Schritt fur den
Grolshandler vorteilhaft sein.

Eine rechnerische Kontrolle ist  |binomCd(50,0.96,48,50)+binomPdf{50,0.96,47)- binomCdf{15;
leicht maglich. 0.83893

(2 BE)

Das Ereignis M; N M, bedeutet:
Losung | Der Sack enthalt mindestens 60 kg Kaffee, weist aber zu viele
Verunreinigungen auf.

(3 BE)

Es bietet sich an, die gegebenen Daten in eine Vierfeldertafel
Losung | einzutragen.

M, M,
M, 0,01
A 0,03 0,96 0,99
1

Mit den Bezeichnungen
M;: ,Der Kaffee weist zu viele Verunreinigungen auf."
M,: ,Der Sack enthalt weniger als 60 kg Kaffee.

lassen sich aus dem Text zunachst die Wahrscheinlichkeiten

P(M; n M,) = 0,96 und P(M+) = 0,01 eintragen. Damit gilt auch
P(M;) = 0,99.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit daflir, dass der ausgewahlte Sack
weniger als 60 kg Kaffee enthalt (M2), aber nicht zu viele
Verunreinigungen aufweist (M, ), ist damit P(M; n M,) = 0,03.

(4 BE)

Da die beiden Ereignisse M1 und M2 stochastisch unabhangig
Losung | voneinander sind, gilt z. B. P(M; n M,) = P(M,) - P(M,). Hiermit folgt

P(M,) = 2% — 22 Fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit gilt dann
0,99 33
P(M;) = .

Variante: Wegen der stochastischen Unabhangigkeit gilt auch:

— — P(M1nM,)_0,03 1
P(MZ) - P(leMl) = #—E = g
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Aufgabe 2 (grundlegendes Anforderungsniveau)'®

1
a
(2 BE)
Bei jedem Wurf gibt es nur zwei mdgliche Ergebnisse. Dabei tritt das
Losung | Ergebnis ,4" (Treffer) mit der Wahrscheinlichkeit é auf, da zwei der
sechs Seiten des Wurfels mit dieser Zahl beschriftet sind und die
Wabhrscheinlichkeit fur alle Seiten des Wurfels mit %gleich grof ist.
Jeder Wurf ist unabhangig von den anderen Waurfen.
b
(2 BE)
Losung | Die ZufallsgroRe X: ,Anzahl der Zahl 4 bei 30 Wuirfen® ist
binomialverteilt und es ist X~B,, 1.
Es gilt P(X > 15) = 0,02. N 30_%'16.30) 0.0188
c
(2 BE)
Bei neun von 30 Wurfen wird eine ,4" erzielt, unter anderem beim
Losung | letzten Wurf (oder ersten Wurf).
d
(3 BE)
. Der Erwartungswert fur die Haufigkeit der Zahl 4 ist E(X) = 30 - § = 10.
HELL Damit folgt fur den Erwartungswert fur die Summe der erzielten Zahlen
E(Y)=10-4+(30—10) -2 = 80.
e
(2 BE)
Der Term hat die Struktur fir die Berechnung eines Gegenereignisses
Losung | P(E) = 1 — P(E). Das Gegenereignis zum Ereignis E: ,Das Spiel ist
spatestens nach dem dritten Wurf entschieden®, ist E: Das Spiel ist
frGhestens nach dem vierten Wurf entschieden. Dies tritt ein, wenn
entweder dreimal hintereinander eine ,4“ geworfen wird — dafur gilt die
3
Wahrscheinlichkeit G) — oder wenn dreimal hintereinander eine ,2°
3
geworfen wird — dafir gilt die Wahrscheinlichkeit (g) .

16 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/grundlegend/2023 M_grundlege 25.pdf
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Damit gilt
_ 1\3 2\3
PE)=1-((5) + ()
f
(3 BE)
Da der Warfel hochstens viermal geworfen werden soll, missen
Losung | folgende Falle betrachtet werden:
1. Die Person, die beginnt (Person A), verliert nach dem zweiten Wurf:
A muss eine ,2“ werfen und Person B eine ,4“. Dafur gilt P(2) = §§
2. Die Person, die beginnt (Person A), verliert nach dem dritten Wurf:
A muss eine ,4“ werfen und B danach auch. AnschlieRend muss A
eine ,2* werfen. Dafilr gilt P(3) = 22+,
3. Die Person, die beginnt (Person A), verliert nach dem vierten Wurf:
A muss eine ,2“ werfen, B danach auch und A im dritten Wurf noch
eine ,2“. Danach muss B eine ,4“ werfen, um das Spiel zu beenden.
Esgit P(4)==2.2.2.1
g 3 3 3 3
Insgesamt ergibt sich P(E) = P(2) + P(3) + P(4) = %
2
a
(2 BE)
) Fir die relative Haufigkeit der Zahl 3 gilt hs = 1220=U35+28%) 5 35
Losung 1500
b
(4 BE)
Da bereits 1500 der 7500 Wurfe erfolgt  |0.17- 7500 1275.
Losung | sind, missen nur noch die Gbrigen 6000 |...(285:x<1275.4) X<990
Waurfe betrachtet werden. Es durfen 7 o
héchstens 1275 Sechsen geworfen binonlcdf(f'ooo-;)'o,??'o) o
werden (17 % von 7500). Da schon bei
den ersten 1500 Wurfen 285 Sechsen gefallen sind, bleiben fir die
restlichen 6000 Wurfe maximal 990 Sechsen Ubrig.
Die Zufallsgrofie Y: Anzahl der Zahl ,,6“ bei 6000 Wurfen ist
binomialverteilt und es ist Y~B 1.
Die Berechnung ergibt P(Y<990)~ 0,37.
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Stochastik - erhohtes Anforderungsniveau

Aufgabe 1 (erhéhtes Anforderungsniveau)'’
1
(3 BE)
Die Zufallsgrofie X: ,Anzahl der erzielten ungeraden Zahlen® ist
Losung | binomialverteilt und es gilt: X~B;g.95.
Ereignis A
Es soll P(X = 7) berechnet werden. . o oo7a
P(X = 7) = (20) L0,57 0,53 ncr(20,7)- (0.5)”- (0.5)
7 binomPd(20,0.5,7) 0.074
Man kann mit dieser Formel bzw.
auch mit der im MMS definierten Funktion binomPdf(n,p,k) den
gesuchten Wert berechnen. Es ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit von
ca. 7,4 %.
Ereignis B
12
_ 20\ . ck . c20-k
P(8SXSlZ)-Z(k) 0,5¢-0,5
k=8
Man kann mit dieser Formel bzw. = S5
auch der im MMS definierten Funktion = ( k. (0.5)20-K) o
binomCdf(n,p,a,e) den gesuchten Z aCr{204)- (0.5)% (0.5)°
Wert berechnen. k=8
Es ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit [Pinomcdr(20,05,8,12) 0.737
von ca. 73,7 %.
2
(5 BE)
Betrachtet man die moglichen Ergebnisse flr das zweimalige Drehen
Losung | des Glucksrades, kann man die Wahrscheinlichkeiten fur die
Ereignisse C: ,Die Summe ist kleiner als 4“ und D: ,Das Produkt ist 2
oder 3" ermitteln.
0 1 2 3 4..9
0 C C C C
1 C C C;D D
2 C C;D
3 C D
4..9
Da der Ergebnisraum 100 gleichwahrscheinliche Ergebnisse umfasst,
ist P(C) =—-=0,1 und P(D) = = = 0,04.
Fir stochastische Unabhangigkeit muss gelten:
P(C)-P(D) =P(CnNnD).

17 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/erhoeht/2023 M_erhoeht B_10.pdf
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Es gilt aber
P(CND) = ﬁ = 0,02 # P(C) - P(D) = 0,004.
Damit sind die beiden Ereignisse C und D stochastisch voneinander
abhangig.
3
a
(2 BE)

Die Wahrscheinlichkeit, beim einmaligen Drehen des Gllicksrades
Losung | keine ,0“ zu erzielen, betragt % Damit kann die Wahrscheinlichkeit

berechnet werden, beim viermaligen Drehen keine ,0“ zu erhalten.
P(A) = 0,9* = 0,66.

(4 BE)

Der Erwartungswert fur das Ereignis X: ,Hohe der Auszahlung“ ergibt
Losung | sich mit

Xi 0 61 62 69
PX=x) |0, 0,1 0,1 0,1

zu E(X)=0,1(61 + 62 + ...+ 69) = 58,5.
Da 58,5 < 60 ist, sollte der Spieler das Spiel besser beenden.

(4 BE)

Geht man zunachst von zwei aufeinander folgenden Werten fiir n aus,
Losung | dann muss die Gleichung 5n - 0,9 = 5(n + 1) - 0,9™*! erfiillt sein.
Diese Gleichung hat als einzige
Losung n = 9. Nachrechnen zeigt,
dass die Erwartungswerte flirn =9
und n = 10 wirklich gleich sind. 5 n- (0.9)"|n=0 17.4339
Wenn es aber drei
aufeinanderfolgende Werte von n 5« n+ (0.9)" =10
mit gleichem Erwartungswert gabe,
dann musstenn =9 und n =10
dazugehoren und aullerdem n = 8
oder n = 11 denselben
Erwartungswert wie n = 9 und n = 10 haben. Dies ist aber nicht der Fall
(siehe Screenshot).

Die Aussage ist also richtig.

solvelS- ne (0.9)"=5- (n+1)- (0.9)"+1,n)
n=9.

17.4339
S ne (0,9)”|,1=8 17.2187

17.2596

5 n- (0.9)"Jp=11
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4
a
(3 BE)
Lésung Die ermittelte relative Haufigkeit h = g = 0,15 ist groRer als 0,1 und
liegt innerhalb des Konfidenzintervalls. Damit ist die rechte Grenze des
Intervalls auf jeden Fall grof3er als 0,1.
Das angegebene Ergebnis der 80 Wurfe steht bei der gegebenen
Sicherheitswahrscheinlichkeit in Einklang mit der vorgegebenen
Annahme, da dieser Wert innerhalb des 95 %- Konfidenzintervalls
liegt.
Alternative: Die Berechnung des Korflaenzintervar berechnen
Konfidenzintervalls zeigt, dass die L.
obere Grenze (=0,244) groRer als 0,1 80 20
ist. 2 5 (1-
solve (h—p)z=L(lp)p
» p=0.088 or p=0.244
b
(4 BE)
Far die 95 %-Sicherheitswahrscheinlichkeit gilt die Betragsungleichung
Losung o (1 —
|h—p| < 1,96'M
Vn
mit p = 0,1 und h = 0,15 folgt
0.1- 0.9
solve(|0.15—0.1|51.96- ,n)
n
0.<n=138.3
Fir 0 < n < 138 ware die Doppelungleichung erflllt, also ist n = 139
der kleinste Wert, fur den diese Doppelungleichung nicht erfullt ist.
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Aufgabe 2 (erhohtes Anforderungsniveau)'®

1
a
(4 BE)
Baumdiagramm
Losung
Berechnung von a: -
Es gilt P(Z) = 0,778, d. h. 05 ‘
w W
0,45-0,8+0,55-a=0,778
08 02 o A-a.
Es ergibt sich a = 0,76. /\ /\_
z 2 Z p 4
solve(0.45- 0.8+0.55- @=0.778,a)  a=0.76
b
(2 BE)
Es sind die Wahrscheinlichkeiten P(W n Z) und P(W n Z) unter der
Losung | Bedingung a = 0,7 gesucht.
PWnNnZ)=0,45-08=0,36
P(WnNnZ)=0,55-07=0,385
Damit gilt P(W n Z) < P(W n Z). Fur a = 0,7 wiirde es demzufolge
weniger weibliche als nicht weibliche Personen geben, die mit der
Urlaubsreise zufrieden waren.

18 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2023/abitur/pools2023/mathematik/erhoeht/2023 M_erhoeht B_11.pdf
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c
(3 BE)
Fur den Wert von a = 0,8 ist der Anteil derjenigen, die mit ihrer
Losung | Urlaubsreise zufrieden waren, unter den nicht weiblichen Personen
ebenso grol} wie unter den weiblichen.
Eine Kontrolle durch Rechnung zeigt die Richtigkeit der Uberlegung:
Fur stochastische Unabhangigkeit muss gelten:
P(WNZ)=PW): P(2)
P(WNZ)=045-0,8=0,36 = 0.45 (0,45 0,8 + 0,55 - a)
Es ergibt sich a = 0,8 solve(0.45- (0.45- 0.8+0.55- a)=0.36,a)
a=0.8
d
(3 BE)
Wenn a grofRer wird, dann wird der Anteil der unzufriedenen nicht
Losung | weiblichen Personen (1 — a) kleiner. Da der Anteil der unzufriedenen
weiblichen Personen konstant bleibt, steigt damit der Anteil der
unzufriedenen Frauen unter allen Unzufriedenen.
2
a
(4 BE)
Die Wahrscheinlichkeit fur einen Strandkorb ist
Losung |1-(8-10"*+ 5-1075+ 2-1075+ 3:107%) = 0,999127
Da 0,999127 > 1 — 0,001 ist die Aussage wahr.
Die Gleichung zur Berechnung des Erwartungswertes
4 5 5
solve\ 0.999127- x+200- 8- 10 ~+500-5-10 ~+1000-2-10 = *» x=0.20017
+10000- 3+ 10 ©=0.435.x
liefert x =~ 0,20, d. h. der Wert des Sachgewinns betragt etwa
20 Cent.
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b
(4 BE)
Die ZufallsgrofRe X: ,Person erhalt zwei Strandkorbe angezeigt®, kann
Losung | als binomialverteilt angesehen werden, es gilt: X~Bgy000.0.0008-
Der Erwartungswert u = n-p = 80000 - 0,0008 = 64.
Mit dem Ansatz P(64 — c < X < 64 + ¢) = 0,8 kann man durch
systematisches Probieren binomCdf{80000,8- 10 % 64-¢,64-+¢)c=9 Lhrlez s
Das kleinstmdgliche ¢, damit 2™ o
das Intervall mindestens 80 % umfasst, ist ¢ = 10.
c
(5 BE)

Der Fehler zweiter Art kann auftreten, wenn p < 0,02 gilt,
beispielsweise fur p = 0,015, aber Ho aufgrund des Testergebnisses
nicht abgelehnt wird. Fur diesen Wert von p liegt der Graph fur n2
oberhalb des Graphen fur n1. Damit ist die Wahrscheinlichkeit fir den
Fehler zweiter Art, d. h. die Wahrscheinlichkeit dafur, das Gewinnspiel
irrtimlich zu verlangern, fur n2 kleiner als fur n1.

Hierzu ein illustrierendes Beispiel:
Wir betrachten 2 Tests:

Test 1 n= 1000 Test 2 n =2000

binomCdf(1000,0.02,0,12) 0.0376
binomCdf(1000,0.02,0,13) 0.06423
binomCdf{2000,0.02,0,29) 0.04171
binomCdf(2000,0.02,0,30) 0.05984

Verwerfungsbereiche:
V, = {0;1;...;12} vV, = {0;1;...;29}

Um den Fehler 2. Art zu berechnen (Ho wird nicht abgelehnt, obwonhl
Ho falsch ist. Es wird also die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(Ho wird nicht abgelehnt| Ho ist falsch) gesucht.), nehmen wir an,
dass p = 0,15 ist.

binomCdf{1000,0.015,13,1000) 0.73427
binomCdf(2000,0.015,30,2000) 0.52483

Wir erhalten 5, = 0,73 bzw. 5, = 0,52.
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Stochastik - erhdhtes Anforderungsniveau

Bei grofierem Stichprobenumfang ist fur das Unternehmen also das
Risiko, durch eine Verlangerung des Gewinnspiels finanzielle Verluste
zu erleiden, geringer. Gleichzeitig sind aber die Kosten fur die
Durchfuihrung des Tests hoher. Damit kdnnte sich der groere
Stichprobenumfang fur das Unternehmen nur lohnen, wenn die
zusatzlichen Kosten fur den gréReren Stichprobenumfang
verhaltnismanig gering waren.
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Kompetenzen im Umgang mit TI-Nspire~ CX
CAS

Nachstehend werden zusammenfassend einige grundlegende Kompetenzen im Umgang

mit dem CAS-Rechner TI-Nspire™ CX CAS dargestellt. Sie erheben keinen Anspruch auf
Vollstandigkeit.

Der Schiiler kann

— Einstellungen vornehmen, u. a.: Dokumaniainaiaiungen
« Winkelmal’ (Grad- und Bogenmal}), Angezeigte 2t [Fuee s ] p
e angezeigte Ziffern, Winkel: | Bogenmag_ |
[ He"lgkelt deS DiSp|ayS, Exponentialformat: [ Mormal :I
—- das Betriebssystem aktualisieren, Reell oder Komplex: | Reell |
- den Prafungsmodus herstellen, Berechnungsmodus: [Auto ||
- den Ladezustand Uberprifen. Vektorformat: | K artesisch v
|: | 2urucks. | | standard| |0__K| | Abbruch|

. 1:E[}]|2: IEIS:-ETIA:mB“
— den Katalog und die Vorlagen nutzen. § | & Va9 ¢ [ e
oo |8 w4 | (] | sl | Ko | o

P 578 | %

Y| & Assistenten aktiv
System von 2 Gleichungen

—  Dokumente Dokumente
e anlegen 1: Neues Dokument
. ioh r’_n 2: Dokument 6ffnen (Ctrl+0O)
sp? Cf ern, 3: SchiieBen (CUrl+W)
* a.l.u ruten, 4: Speichern (Ctrl+5S)
e |Oschen, 5: Speichern unter...
e in Probleme und Seiten gliedern. : Sende
7: Coovriaht=Informationen anzeiaen
— Variablen und Funktionen definieren Define flx)=2  x2+3 Fertig
und I6schen. - P
“l=b -1
Aa)-b 36
DelVar fa,b Fertig
o 1 ! T 5n
— den Bedingungsoperator > | <|# solve\sinh‘%:,x}lﬂw‘:x x=g orx= .
(WITH-Operator) zur 2| < - - -
Einschrankung von =pem -
Definitionsbereichen, zum Ersetzen von 5 =
. - 2 g-3 - =2 -
Variablen u. &. verwenden. a3 bja=land b 4

(Zweitbelegung von =)
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o001 il
— Terme 107%%. 1 00 =
e berechnen, a-p3 a+a b+b?
e umformen, a-b
e ausmultiplizieren, — - -
e faktorisieren expandllasd)?)  a*+3-a% p43ap%40°
« in unechte Briiche zerlegen. factora 343 a2 b+3- @ b2453)  (a4d)?
il 5
expand(i;i:l ;"'4' Xt
n n (;Hl)- [2-n+lj
% (2] 8
- das Summenzeichen verwenden. o
— x=-1lorx=2

Gleichungen/Ungleichungen/
Gleichungssysteme mit dem solve-
Befehl 16sen und dabei

die Anzeigen des Rechners richtig
interpretieren.

Gleichungen und Ungleichungen mit
nSolve naherungsweise l6sen.
(sinnvollen Startwert verwenden)

Gleichungen mit grafischen Verfahren
I6sen.

solve{ 2 x2 -2 x=4,.\‘]

solve{._x - —4< O,xJ

{ i
x=y=1 _
Sn::l'«ua]L‘{_‘__'_y= 5 ,AJ’J

solve({x_y =~ ,\’,yj
x-y=1" "

x=cI+1 and y=cI

(115,2.44)

solvel:sin[.\‘:l= 0,.\'] x=n2- T
nSolve(sin(x)-e'x,x’ 3) 3.09626
nSolve(sin(x)-e"\"x, 7) 0.4247
Ty
fl(\')=1n(\')

fl (\')= 5 cos(.\')

\/“/ A A

VAVAVAVAYAYAY

— Ableitungen von Funktionen ermitteln. 4(2 nle)) x2- coslx)+2- x- sinlx)
dx" )
a%f1] =
dY2LJ\J x3
i[be 2 0-1 2 e-zla'b
da’ '
— bestimmte und unbestimmte Integrale S inlx))ax 2 mlx) x2
von Funktionen bestimmen. 2 4
2 9
['x2+4§jd_t
1
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i 'r‘l" undef
m | —
— Grenzwerte von Funktionen ermitteln. mou
lim (i\ =
\'—00-‘-1"\.':
lim (i\ -
\,_.0—1._35_1
— den Definitionsbereich von domamf x4 (] x#-1and x=1
Termen/Funktionen ermitteln. \x2-1
r "‘r?,
—~ Volumen von Rotationskorpern Z 0" 4 3
ermitteln.
— Graphen zeichnen und dabei ggf. s
o geeignete Fenstereinstellungen r1(x)= -\"*l»"s:
x+n, x>
vornehmen, 12
o Wertetabellen anzeigen, — =
« stlckweise definierte Funktionen
darstellen, g
« Funktionenscharen darstellen, e T
e das Menu Graphen analysieren
nutzen, P 6677y
« Schieberegler verwenden. | 2 paimkang
3 =
1 X
10 B R RRREET]
£2(x)=x+2 f1{x)=x2-2

— einfache geometrische Objekte
konstruieren.

— den Zugmodus nutzen.

— Grolken messen.

477wt

f1{x)=-0 2 x2+5

\

— Listen
o definieren,
e« auswerten.

anzaht =seqlkk,2,6,2) {246}
preis:={152399.249} {152399249}
sumlanzahi- preis) 33.94
meanfprefs:l 2. 66667
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.hr_':he .druck .quotient

— Tabellen flllen.
— Spalten mit Listen verknupfen.
— Operationen auf Spalten bzw. Zellen 0 1013] 1.44508

anwenden. @ 000 701 1.48517
8 6000 472 1.53746

9000 307
b1
c1|=—1
b2
— Diagramme in Data&Statistics erstellen. : e
~  Daten mit Regression analysieren. 200+ AN e
S 700
500 4
3004
0 2000 4000 6000 8000
— Zufallszahlen erzeugen. RandSeed 201298 Fertig
rand() 0.892367

rand(3)  {0.066557,0.514712,0.883731 }
randInt(1,6,5) {31,452}
randBin(50,0.6,5) {29,28,26,35,24 }

randNom(3.3,05,2)  {477397,3.82351}

— Wabhrscheinlichkeiten binomialverteilter binomPdf(3,0 5)

ZufallsgréRen berechnen. {0.125,0.375,0.275,0.125 }
binomPdf{3,0.5,0] 0.125
binomCdff3,0.5) {0.125,0.5,0.875,1.}
binomCdf{3,0.5,2,3) 0.5

o . 0.18].
— binomial- und normalverteilte 1

ZufallsgroRen graphisch darstellen. 2 0.12|
Q <

0.06|
0.00

0 2 4 6 8 10121416 18 20 2
E5 Xw

£1(x)=normPds(x,5,1.5)

AN

T >
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— Berechnungen im Zusammenhang mit
normalverteilten ZufallsgréRen rationell
durchfuhren.

normCdf(-,0,0,1)

invNorm(0 8,40 5)

0.5

4 42081

|nSolve(invNorm(O‘6,m,0.4)=2,m) 1.89866

— ein Normalwahrscheinlichkeits- ..
diagramm erstellen und beurteilen %’ 1.5]
N
E 0.0
£
[l
2 1.5
L
=3.0
1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
— Vektoren als Zeilen- oder [1 2 3]=a [1 2 3]
Spaltenvektoren eingeben. , H r
=l B 1]
1) 1
a:-l 1 l;b:-l 3e=|0 |'0 5
2| [1 1 1
2-a+b-0.2'¢ 5.1
. -5.2
— mit Vektoren rechnen EE PR 2
solve(a=k' b,k] fals=
— den Betrag eines Vektors ermitteln. mml( 1 ] [0
-2
5]
({1]‘ 5.47723
NOTTIL| -2
5
— das Skalarprodukt zweier Vektoren belt @ oo s o) To 1 o]
berechnen und anwenden. :
dotPla,b) 0
_" dotPla,b) b
cos ki o
| norm{a) normlb) | 2
b1 [0°
—»DD
2
— das Vektorprodukt zweier Vektoren 1[0 0
berechnen und anwenden. crossPl o 0
0[O0 1
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— Geradengleichungen der Form ({3 o Sk
— X =p, +t-dals Variable speichern 3l o
und damit arbeiten. (1) H
solve”'i‘-g[r],r\ false
Il 2 1
— die gegenseitige Lage von Geraden -
bzw. Geraden und Koordinatenebenen solvelr ; * i= ; 5|y ,:,sw
bestimmen. W1l 2] [o 3
r=.—2 and s=—
ol -[ i‘ g':rfl;-[jﬂ- Iw i
14 2 2
— Abstand Punkt — Gerade berechnen. fMin(nom(p7-2le)).¢) =4
nomlp 7-gleli=4 8.94427
()= ;Iz ;I;g(s);- ;*’w M s
3 |2 3l Lo
— den Abstand windschiefer Geraden v vz 5 s
berechnen. 2 0 0
d(t,s): =h (t)—g(s) Fertig
dotp(vz,dlzs))=0 )
so]Ve({dmp(vz,ar(r,s))=o s}
s=-land =1
norm(d(l, 1)) 3
- Ebenengleichungen in Parameterform Gl 2l 2 fis | Fertig
als Variable speichern und damit A
arbeiten. i
e(11) 3
5
0
solve(g(l)=e(r,s),r;s,l)
r=-1and s=0and ¢=-3
— Ebenengleichungen in Normalen- und 1][o 1
Koordinatenform erstellen. '”’°’°SSP 2 (1)) f;
dotP(n,[;‘-[ll)-o x+z=0
z] |0
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—- Matrizen erstellen und mit Matrizen 0 1 02 b 1 04
arbeiten. m=0.6 0 0.3 0.6 0 0.3
0.4 0 05 0.4 0 05
120 86.
M| 80 81.
20 2.
ol 1.0 o
0. 1. -1l.e-14
0. 0 1
Seite 84
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000
[T | 73 Teachers Teaching with Technology

Netzwerk

Das T3 Lehrerfortbildungsnetzwerk richtet sich an Sie,
an Lehrerinnen und Lehrer, die sich zum sinnvollen
Einsatz digitaler Werkzeuge im MINT-Unterricht aus-
tauschen und weiterentwickeln wollen. T2 Deutschland
ist Teil des internationalen T® Netzwerks.

Fortbildungen

T2 Deutschland bietet Ihnen padagogisch-didaktische
Unterstiitzung in Form von schulinternen Fortbildungen,
Online-Seminaren und Tagungen an.

Materialien

Aufgabenbeispiele, Tutorials, Videos und mehr nitzliche
Materialien fir lhren MINT-Unterricht stellen wir auf der
Materialdatenbank kostenlos zur Verfligung.

e Der T® EduBlog bietet exklusive Interviews, inspirierende Erfahrungsberichte und mehr

Informieren Sie sich. Machen Sie mit!

Nehmen Sie Kontakt zu uns auf unter:

www.t3deutschland.de | info@t3deutschland.de

Abonnieren
Sie unseren
Newsletter!

u T3 Europe
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https://www.t3deutschland.de/de/t3-europe
mailto:info%40t3deutschland.de?subject=
https://www.youtube.com/channel/UCE8PpWx_XLpjsjNYlUw2t_g
https://www.t3deutschland.de/de/t3-europe/edublogs

TI-Nspire™ CAS macht Schule

TI-Nspire™ CX CAS
Technologie

Ob Handheld, Software (Win/Mac) oder Tablet
(Win/iPad) - alle Produkte sind einzeln oder
als integrierte Lésung einsetzbar. Passendes
Zubehor unterstitzt den facheribergrei-
fenden Einsatz in Mathematik, Informatik,
Naturwissenschaft und Technik (MINT).

www.tinspirecas.de

Praxisorientierte Unterrichtsmaterialien

Nutzliche Aufgabenbeispiele fiir Ihren Unterricht, kostenlose Downloads und Hinweise auf Verlagspubli-
kationen finden Sie auf der Tl Materialdatenbank, auch ganz speziell zur TI-Nspire™ CX Technologie.

Schauen Sie mal rein:
Tl Materialdatenbank: www.ti-unterrichtsmaterialien.net

» Nutzen Sie beispielsweise unser kostenloses Ausleihprogramm!

» Ausfihrliche Produkt- und Serviceinformationen sowie Bezugsquellen finden Sie auf unseren
Tl Webseiten education.ti.com/de

» Die Tl Schulberater unterstltzen Sie gerne bei allen Fragen rund um den Einsatz von
Tl Rechnern im Unterricht: schulberater-team@ti.com

Abonnieren
Sie unseren
Newsletter!

° www.youtube.com/TledtechDE
n education.ti.deutschland

u @TIEducationDE
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