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CuBalibra

CuBaLibra-Glossar

Um die Texte von CuBalLibra kurz und tbersichtlich zu halten, wurden Bedien-
hinweise nicht direkt in die Dokumente geschrieben. Vielmehr beziehen sich
alle CuBaLibra-Einheiten auf ein Glossar, das regelméafRig gepflegt wird.

Sie erkennen Glossarbegriffe im Text daran, dass sie grau unterlegt sind (wie
z. B. Geraden). Hier der zugehorige Bedienhinweis:

Geraden
zeichnen Graphs, Geometry
= il [, (7), | @=),7), 4. Gerade] Eine Gerade wird durch zwei
I Pt @ bunkte definiert. Wahlen Sie den Meniipunkt Gerade aus und
j anschlielRend zwei Punkte (die Punkie missen nicht notwendig
o W . | vorher definiert sein), um die Gerade zu zeichnen.

Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen kdénnen, legen wir das Glossar
nicht bei, sondern stellen es online zur Verfligung.

Es gibt nun zwei Mdglichkeiten auf das Glossar zuzugreifen:

(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank:
http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ,Glossar

(2) Sie nutzen das Online-Glossar:
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar

© Texas Instruments 2010 CuBalLibra-Glossar
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CuBalLibra-Interaktiv

Diese CuBaLibra-Einheit gehort zu einer Serie von Beispielen, die interaktive
Links zu einem Online-Glossar enthalten. So nutzen Sie dieses Extra:

Im Text finden Sie grau unterlegte Stellen. Dies sind Verweise zu einem Glos-
sar mit Bedienhinweisen.

Gleichung nach der einzigen Unbekannten v |salw(ws‘f130‘0.v‘30°lv)
aufgelost werden solve(wurf(130,0,v,30°),v) v=-38.3678 orv=38.3678
Der gefundene Wert wird als Vagable v I
gespeichert. Beachte, dass der Wy i zum de/m rsps el 38.3678
eingegeben wird, da die Grundeinstellung fur

Wenn Sie mit Inrem Rechner online sind, kénnen Sie die grauen Stellen mit der
Maus abfahren und dahinter liegende Links zu einem Online-Glossar durch Kli-
cken aktivieren. Der oben gezeigte Link fuhrt Sie z. B. zu diesem Hinweis:

Variable (@)

aufrufen

Calculator
Variable eingeben und [] driicken. Eine Liste aller Variablen erhalt man durch Driicken von [].

verkniipfen

Graphs, Geometry

Den Zeiger auf eine Koordinate oder ein anderes geeignetes variables Zahlenobjekt (z. B. die
gemessene Lange einer Strecke) bewegen. Mit [] wird das Variablen Menii aufgerufen. Hier
kiinnen Sie Zahlenobjekte mit unter Variablennamen gespeicherten [MSHER verkniipfen (3
Verknupfen mit); die Variablennamen werden angezeigt und kénnen dann ausgewsahlt werden. Verandert
sich die Variable, so verandert sich auch das verkniipfte Zahlenobjekt und umgekehrt.

Lists & Spreadsheet

Ahnlich wie in Graphs und Geomatry. Hier sind die Zahlenobjekte jedoch die Inhalte von ESIER.

© Texas Instruments 2010 CuBalLibra-Interaktiv
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Hat ein Kugelspiegel einen Brennpunkt?
Franz Schoberleitner, Universitét Linz, Adalbert Stifter Gymnasium Linz

[]1Sek !X Sekll X TI-Nspire™ [X] TI-Nspire™ CAS (Version 2.0)
Schlagworte: Parabel, Kreis, Tangente, Geometrie, Modellieren

Schilermaterial:

g,g ....................................................................................................
Untersuchung der Reflexion am Kugelspiegel

Wir kennen bereits, die charakteristische Eigenschaft eines Parabolspiegels:
Parallel zur Parabelachse einfallende
Strahlen werden durch den Brenn-
punkt reflektiert (Abbildung).

Wir untersuchen nun die Reflexion an
einem Spiegel von der Form einer
Halbkugel. Gibt es hier &hnliche Ei-
genschaften wie bei der Parabel?
Gibt es auch einen Brennpunkt?

: .
; 10.13
\ﬁ (x)=0.25%*
%

12> -4.47

Fuhren Sie dazu die folgenden Konstruktionen in der Applikation Graphs aus:

Kreis mit Mittelpunkt (0/6), der die erste Achse im Punkt (0/0) berthrt (Formen,
Linien besondere). Tangente an den Kreis im Punkt P als reflektierende Flache
(Punkt, Tangente).

Lot auf die Tangente in P als Senk-
rechte (Konstruktionen, Linien be-
sondere). (Warum fuhrt das Lot durch
den Mittelpunkt des Kreises?)
Parallele zur y-Achse durch P: Rich-
tung eines einfallenden Strahls
(Konstruktionen, Linien besondere).

Reflektierter Strahl: Spiegelung am
Lot (Objekte graphische, spiegeln).

N
(1.22,0.125)

\ >_>|

Bewegen Sie den Punkt P auf dem Kreis und beobachten Sie die Lage des
Schnittpunktes des reflektierten Strahls mit der y-Achse (Punkt, Schnittpunkt).
Formulieren Sie Ihre Beobachtung genau.

Fertigen Sie einen Streuplot an, der die Lage des Schnittpunktes auf der y-

Achse in Abhangigkeit von der x-Koordinate des Punktes P angibt und be-
schreiben Sie das Ergebnis (Graph, Streuplot)!

© Texas Instruments 2010 Reflexion am Kugelspiegel 1/5
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Vergleich mit der Reflexion an der Parabel

Aus den bisherigen Untersuchungen hat sich ergeben, dass sich in der Nahe
der Achse ein Kugelspiegel offenbar so wie ein Parabolspiegel verhalt. Wir su-
chen jetzt eine Begrundung dafur, indem wir versuchen, den Kreis durch eine
geeignete Parabel anzunéhern.

Im linken Bild ist die Ann&herung nicht besonders gut: Anschaulich gesprochen,
liegt das daran, dass die beiden Kurven 3 Schnittpunkte besitzen, die weit aus-
einander liegen. Macht man die Parabel flacher, dann ,wandern* der linke und
der rechte Schnittpunkt gegen den mittleren. Bestmdgliche Annaherung wird
erreicht, wenn die drei Schnittpunkte ,zu einem einzigen verschmelzen®. (siehe
rechtes Bild)

X X

® 5l f2bd=02:2 P [ 3] ! f2(d=0.083:2 ¥

Begriinden Sie, dass man in der vorliegenden Situation Kreis und Parabel
durch die folgenden Gleichungen beschreiben kann:

Kreis k: x> +(y—-r)? =r? Parabel (2.Hauptlage): y =a - x*

Begriinden Sie durch Rechnung, dass Kreis und Parabel die Schnittpunkte

A/ 2ar

x=0 sowie x =+ ~1 haben.
a
Zeigen Sie, dass fur die Parabel y = ‘Zix2 die drei
r
Schnittpunkte zusammenfallen und dass diese

Parabel den Brennpunkt F = (O/%) besitzt!

Argumentieren Sie, dass mit diesem Ergebnis die oben gefundene Eigenschaft
des Kugelspiegels erklart wird!

b R R R Ry
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Vorschlag zur Umsetzung:

Untersuchung des Brennpunkts:

Bei Bewegung des Punktes P auf dem Kreis erkennt man:

Achsenparallele Strahlen, die nahe bei der Achse verlaufen, werden annéhernd
durch einen festen Punkt reflektiert, den man als Brennpunkt bezeichnen konn-
te. Dieser Punkt B ist vom Kreismittelpunkt einen halben Kreisradius entfernt.
Fur achsenparallele Strahlen, die weiter von der Achse entfernt sind, gilt dies
nicht.

A
(1.22,0.125) >

x>_>_l

Man kdnnte auch ein Bild mit vielen ein-
fallenden und reflektierten Strahlen er-
zeugen, so wie das Bild am Anfang des
Beitrags fur den Parabolspiegel. Dazu
legt man vom Punkt P ausgehend tber
den einfallenden Strahl eine Halbgerade
und Uber den reflektierten Strahl einen (0,2.89)
Vektor (Linien, besondere, Vektor). Die
beiden l&sst man sich mit Hilfe einer
Geometriespur anzeigen (Spur, Geo- e
metriespur), wenn man den Punkt P -
bewegt.

(1.61,022)

Darstellung in der Applikation Graphs als Streuplot:

Speichern von xk (x-Koordinate des Punktes P) und yk (y-Koordinate des
Schnittpunktes mit der y-Achse) als Variablen im Grafik-Fenster (Werte spei-
chern). Mit capture kann man den Verlauf der Werte in der Applikation List &
Spreadsheet bei Bewegung von P speichern.

Fur die Darstellung der Daten in der Applikation Graphs (Graph, Streuplot)
wurden hier die Variablen xw und yw gewéahlt. Man erkennt am Graphen, dass
bei kleinen x-Werten die y-Werte des Schnittpunktes nahe bei 3 liegen.

© Texas Instruments 2010 Reflexion am Kugelspiegel 3/5
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.yw I & 398 ‘E’
=capture(xk, 1) |=capturelyk, 1) —-\
4.2936 1.70515 \
4.51067 1.45052
4.53835 1.41368 \
0.2 X,
4,57005 1.37008 YR Y W
4.60188 1.32471 & L -
A ‘=capti k 1 _ .
lm capture(xk 1) K BIE @2
Schnittpunkte von Kreis und Parabel in der Applikation Calculator:
Wenn die folgenden Berechnungen mit
d - g fo=x? +(y—r)2 =2 P22 y+x2 +y2 =2
dem Rechner ausgefiihrt werden sol-
len, so ist ein CAS-Rechner notwen- Dar =y=ax> y=a-x%
dig.

fpar r‘2 -2ar -J.:2 +a2 ‘x"‘l +JL'2 =r‘2

In der Applikation Calculator werden . 5 2 4 2 2
Kreis- und Parabelgleichung eingege- sotvelr?-2arx?4a? xt et or2 )

ben. e --,||2-a'r—1 and 2ar-1 X — 2-a'r-'
Einsetzen von y aus der Parabelglei- a 72 a
chung in die Kreisgleichung (Zeile 3),

(Formeln, Werte einsetzen).

Die Losung der Gleichung ergibt
v2ar -1

a

hdtmm 00 [J

Xx=0 sowie Xx=1%

(Gleichungen l6sen)

J2ar-1

Setztman x=t———=0, so er-
a

1 134y,
halt man: a=—
2r
Zur grafischen Kontrolle kénnte man
die Parabel mit a:% zeichnen. ; *

X
Man sieht, dass die Parabel ,gut 12
Pesst _
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Methodischer Kommentar:

Der erste Teil der Aufgabe verlangt die Untersuchung eines Phanomens mit
Hilfe einer dynamischen Konstruktion. Durch Experimentieren und Beobachten
soll eine Antwort auf das gestellte Problem gefunden werden. Ein Streuplot
kann das Resultat noch untermauern.

Im zweiten Teil der Aufgabe soll das Phanomen mit Methoden der analytischen
Geometrie analysiert werden und so eine Begriindung fur das durch Experi-
mentieren gefundene Resultat gegeben werden. Die bestmogliche Approxima-
tion durch eine Parabel wird dabei anschaulich tGber das ,Verschmelzen* der
Schnittpunkte erklart, sodass letztlich ein rein algebraisches Problem zu l6sen
ist.

Mit den Mitteln der Analysis kdnnte man anders vorgehen: Die den Kreis am

besten approximierende Parabel ist der Graph des Taylor-Polynoms 2.Grades.
Man erhalt folgendes Ergebnis:

g(x) = Zix2 ist das Taylor-Polynom 2.Grades fur die Funktion
r

f(x)=r—~r> —=x* mit Entwicklungsstelle 0.
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Untersuchung der Reflexion am Kugelspiegel

Wir kennen bereits, die charakteristische Eigenschaft eines Parabolspiegels:
Parallel zur Parabelachse einfallende
Strahlen werden durch den Brenn-
punkt reflektiert (Abbildung).

Wir untersuchen nun die Reflexion an
einem Spiegel von der Form einer
Halbkugel. Gibt es hier ahnliche Ei-
genschaften wie bei der Parabel?
Gibt es auch einen Brennpunkt?

» -4.47

Fuhren Sie dazu die folgenden Konstruktionen in der Applikation Graphs aus:

Kreis mit Mittelpunkt (0/6), der die erste Achse im Punkt (0/0) berihrt (Formen,
Linien besondere). Tangente an den Kreis im Punkt P als reflektierende Flache
(Punkt, Tangente).

Lot auf die Tangente in P als Senk-
rechte (Konstruktionen, Linien be-
sondere). (Warum fuhrt das Lot durch
den Mittelpunkt des Kreises?)

Parallele zur y-Achse durch P: Rich-
tung eines einfallenden Strahls
(Konstruktionen, Linien besondere).

Reflektierter Strahl: Spiegelung am
Lot (Objekte graphische, spiegeln).

L
(1.22,0.125)

Bewegen Sie den Punkt P auf dem Kreis und beobachten Sie die Lage des
Schnittpunktes des reflektierten Strahls mit der y-Achse (Punkt, Schnittpunkt).
Formulieren Sie Ihre Beobachtung genau.

Fertigen Sie einen Streuplot an, der die Lage des Schnittpunktes auf der y-
Achse in Abhangigkeit von der x-Koordinate des Punktes P angibt und be-
schreiben Sie das Ergebnis (Graph, Streuplot)!

Vergleich mit der Reflexion an der Parabel

Aus den bisherigen Untersuchungen hat sich ergeben, dass sich in der Nahe
der Achse ein Kugelspiegel offenbar so wie ein Parabolspiegel verhalt. Wir su-
chen jetzt eine Begriindung dafir, indem wir versuchen, den Kreis durch eine
geeignete Parabel anzunahern.

Im linken Bild ist die Annaherung nicht besonders gut: Anschaulich gesprochen,
liegt das daran, dass die beiden Kurven 3 Schnittpunkte besitzen, die weit aus-
einander liegen. Macht man die Parabel flacher, dann ,wandern“ der linke und
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der rechte Schnittpunkt gegen den mittleren. Bestmdgliche Annaherung wird
erreicht, wenn die drei Schnittpunkte ,.zu einem einzigen verschmelzen*. (siehe
rechtes Bild)

X X

._,f,.z 517 fb)-02x2 2 ._;,2 1Y rbd)=0.083x2 2

Begrunden Sie, dass man in der vorliegenden Situation Kreis und Parabel
durch die folgenden Gleichungen beschreiben kann:

Kreis k: x> +(y—r)*>=r? Parabel (2.Hauptlage): y =a-x*

Begriinden Sie durch Rechnung, dass Kreis und Parabel die Schnittpunkte
v2ar -1

a

x=0 sowie x =+ haben.

Zeigen Sie, dass fur die Parabel y = Zix2 die drei
r

Schnittpunkte zusammenfallen und dass diese

Parabel den Brennpunkt F = (O/%) besitzt!

Argumentieren Sie, dass mit diesem Ergebnis die oben gefundene Eigenschaft
des Kugelspiegels erklart wird!s
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