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GTR / CAS| Zu den Standard-Inhalten von Statistik-Kursen

gehoren Verfahren der Beurteilenden Statistik, z.B. Intervall-
schatzer, Konfidenzintervalle und Hypothesentests. Die GTR-
und CAS- Rechner von TI bieten in diesem Bereich sehr um-
fangreiche Hilfsmittel. Zugleich ermdglichen sie Uber Interpre-
tationen zu diskutieren und andere als die tblichen (Binomial-
, Normal-) Verteilungen zu behandeln (z.B. Poissonverteilung,
geometrische Verteilung, y°-Verteilung). Wenn man bei der
Erarbeitung der Verfahren Zeit einspart, kann man auch Ma-
ximum-Likelihood-Schéatzer im Unterricht thematisieren, die
ein Analysis und Stochastik verbindendes Verfahren zur Er-
mittlung optimaler Punktschatzer darstellen (siehe z.B.
Barth/Haller [1]).

Die fur den Unterricht nitzlichen Funktionen der Taschen-
rechner werden im Folgenden aufgezeigt.

1.Was sind[Quantile?
Wahrscheinlichkeitsverteilungen lassen sich eindeutig be-
schreiben durch die Angabe ihrer Verteilungsfunktion
F(x)=P(X <Xx)-

Im TI-84Plus’ sind z.B. die Verteilungsfunktionen
-normalcdf (1,x,u,c) fir die Normalverteilung,
-binomecdf(n,p,x) fuir die Binomialverteilung,
- poissoncdf (u, x) fur die Poissonverteilung und
- geometcdf (p,x) fir die geometrische Verteilung
implementiert. Dabei sind p, o und p die Ublichen Parameter
der Verteilungen. Leider bendtigt die Funktion norQ
malcdf (1,x,u,c) den zusétzlichen Parameter /, der die
linke Grenze des Integrals unter der Normalverteilungsdichte
angibt; hier misste fir die Verteilungsfunktion / = -0 verwen-
det werden, in der Praxis reicht meistens eine hinreichend
~grofl3e” negative Zahl aus, z.B. / = -100. Quantile entsprechen
dann quasi einer Umkehrung dieser Verteilungsfunktionen: xp
ist (fir unsere Zwecke) ein p/Quantil, wenn gilt

Xp=inf {x : P(X < x) > p}.
Ist die Verteilungsfunktion umkehrbar, so gilt x,=F *(p).

Bekannt ist wahrscheinlich das 0,5-Quantil einer Verteilung,
der sogenannte Median. Haufig verwendet werden auch die
linken und rechten Quartile, das 0,25- bzw. das 0,75-Quantil,
z.B. bei Boxplots.

2.WielbestimmtimanQuantile?
Quantile spielen in der Beurteilenden Statistik eine wichtige
Rolle. Friher musste man sie in Tabellen nachschlagen oder

L alle Angaben hier beziehen sich auf den TI-83/84 Plus/SE;
fur die CAS-Rechner bendtigt man die Applikation ,Statistics
with List Editor" und die Befehle haben leicht verénderte Be-
zeichnungen.

den Lehrbichern glauben; der Wert 1,96 der 1,96c-
Umgebungen bei den einschlagig bekannten Néherungsver-
fahren ist das gerundete 0,975-Quantil der Standardnormal-
verteilung (n=0, o=1)!

Zur graphisch-numerischen Bestimmung mit dem TI-84 Plus
gibt man einfach die Verteilungsfunktion als eine Funktion ein
und die Wahrscheinlichkeit des gesuchten p-Quantils als eine
andere. Im Beispiel wird das 0,95-Quantil der Binomialvertei-
lung mit den Parametern n=100 und p=1/6 bestimmt:
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Per numerischer Schnittpunktbestimmung erhalt man schnell:
Xo,95~23. Auch wenn es eigentlich keine Schnittpunkte gibt
(binomcdf (100,1/6,23)~0,962+0,95), bestimmt der TI-84
Plus automatisch das 0,95-Quantil der Verteilung:

inf {x : binomcdf (100,1/6,x) > 0,95}.

3.lIntervallschéatzer (Schluss von der Gesamtheit auf

die Stichprobe)

Eine Standard-Aufgabe lautet: ,Es sei bekannt, dass in deut-
schen 4-Personen-Haushalten mit mittlerem Einkommen in
68,5% eine Geschirrspilmaschine vorhanden ist. Eine Stich-
probe vom Umfang 720 wird durchgefihrt.

In wie vielen Haushalten dieses Typs wird man ein solches
Gerat vorfinden?” (vgl. z.B. [6])

Wenn man sich auf eine Sicherheitswahrscheinlichkeit (zu-
meist 95%) festgelegt hat, braucht man lediglich noch die
Quantile der zugehdrigen Verteilungsfunktion zu bestimmen
und hat die ,Ldsung”: Es sollen die 5% unwahrscheinlichsten
Anzahlen ausgeschlossen werden, bei denen die Stichprobe
signifikant zu wenig oder zu viel Familien mit Geschirrspiilma-
schinen enthélt. Also bestimmt man wie oben beschrieben
das 0,025- und das 0,975-Quantil der Binomialverteilung mit
den Parametern n=720 und p=0,685; von der Eignung der
Annahme einer Binomialverteilung sollten Schiiler sich natiir-
lich Gberzeugen und auch die eben ausgeschlossenen 5%
deuten. Der TI-84 Plus liefert Xo,0257469 und Xo975~517. Die
Anzahl der Haushalte mit Geschirrspiler wird also mit
95%iger Wahrscheinlichkeit zwischen 469 und 517 liegen.
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4.[Konfidenzintervalle (Schluss von der Stichprobe auf
die Gesamtheit)

In der Praxis wird man sehr viel haufiger eine Stichprobe
erheben und daraus auf die Gesamtheit schlieBen wollen.

Aufgabe: Bei einer Umfrage unter 836 Erwachsenen gaben
423 an, fur Partei ,Blau“ stimmen zu wollen. Die Politiker
dieser Partei interessiert nun, ob sie schon mit der absolu-
ten Mehrheit der Stimmen rechnen kénnen oder ob sie ih-
ren Werbeaufwand noch verstarken sollten.

Diesmal ist der Parameter p unbekannt. Geschatzt werden
soll die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeit. Hier hilft uns,
dass die Funktion binomcdf () fest implementiert ist. Erneut
legt man die Sicherheitswahrscheinlichkeit z.B. zu 0,95 fest.

malverteilung verwenden. Es gilt ja (unter geeigneten Bedin-

gungen)
-
n

Plant man eine Umfrage und mdéchte man die relativen Er-
gebnisse auf 1% genau schéatzen, so geht man vom Ansatz

< Lgeﬁj ~0,95-
n

196 2 < 0,01 aus. Durch Umformen erhalt man
n

MMZ(%%j‘nﬂrp%

Die Funktion minimal erforderlicher Stichprobenumfange kann
man erneut zeichnen lassen und interpretieren.

Man sucht dann die Wahrscheinlichkeit poozs, so dass der Flotl Flok Flobs
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Anteil 242 gerade noch im entsprechenden Intervallschatzer — |i# (1=

836 .'H,_'-l-'3=
der Binomialverteilung mit den Parametern n=836 und 3,_3';
P=po,ozs liegt. MNe=

M= 1,
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=1 Bbinomcdf (836
‘,x"r',zE %%S Interessant ist es an dieser Stelle, realistische Erhebungen
W= aus den Medien zu diskutieren: War der Stichprobenumfang
“3;: so groR gewahlt, dass die suggerierte Genauigkeit der Ergeb-
“ME= 1 nisse berechtigt ist?
Abb.(3 Abb.4

Als Schnittstelle ergibt sich po025~0,540. Analog erhélt man
Po,e75~0,473. Die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeit wird
also mit groRBer Wahrscheinlichkeit im Intervall [0,473; 0,540]
liegen; Partei ,Blau“ kann sich der absoluten Mehrheit damit
noch nicht hinreichend sicher sein.

Verstandnisférdernd kann eine ausfihrliche Interpretation der
Graphen sein. Schwécheren Schilerinnen und Schilern be-
reitet es enorme Schwierigkeiten, geeignete Fenstereinstel-
lungen zu wahlen; dies sollte insofern explizit thematisiert
werden.

Man erkennt, dass auf diese Weise in der Beurteilenden Sta-
tistik leicht auf die Naherung durch die Normalverteilung ver-
zichtet werden konnte. Meiner Meinung nach nimmt jene
jedoch - auch historisch - eine derart wichtige Stellung ein,
dass sie den Schilerinnen und Schulern nicht vorenthalten
werden sollte. Verzichten kann man jedoch auf die in Lehrbi-
chern noch thematisierte Standardisierung von Zufallsvariab-
len

da die Normalverteilung mit beliebigem Erwartungswert p und
beliebiger Standardabweichung o fest implementiert ist.

Da der TI-84 Plus nur Funktionsterme einer Variablen inter-
pretieren kann, ist es mit obigem Verfahren nicht méglich, den
notwendigen Stichprobenumfang abzuschatzen. Dazu kann
man - wie auch bislang tblich - die Naherung durch die Nor-

5.Zweiseitige/Hypothesentests

Die mathematische Behandlung zweiseitiger Hypothesentests
mit einer Hypothese H:[p=po und einer Alternative K:[p=po
lasst sich sehr leicht auf die obige Diskussion von Intervall-
schatzern zurickfihren. Man geht von der Richtigkeit der
Hypothese aus und bestimmt einen Annahmebereich A so,
dass Ppo(XeA)>1-a gilt (Beschrankung des Fehlers 1. Art),
wobei a das Niveau des Tests ist. Man bestimmt also den

Intervallschatzer wie oben mit dem %- Quantil und dem
2

(1_2]- Quantil fir den Annahmebereich. Dieses Verfahren
2

funktioniert fir die anderen implementierten Wahrscheinlich-
keitsverteilungen genauso.

Spannender wird es, wenn man den Fehler 2. Art betrachten

mochte. Daflr definiert man die Gutefunktion des Tests:
B(p):=P,(X < A).

Der Fehler 2. Art ist dann fir die zur Alternative gehérenden

Wahrscheinlichkeiten p gegeben durch 1-3(p).

Aufgabe: Bei einem Gliicksspielautomaten betragt angeblich
die Gewinnwahrscheinlichkeit p=0,3. Diese Angabe soll in
170 Spielrunden Uberprift werden.

Der Annahmebereich des Tests ergibt sich bei einem Testni-
veau a=0,05 aus dem 0,025-Quantil xo02s und dem 0,975-
Quantil Xxog975 der Binomialverteilung mit den Parametern
n=170 und po=0,3 zu A=[40;63]. Liegt also das Stichproben-
ergebnis nicht in A, sollte man die Hypothese verwerfen.
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Den Fehler 2. Art kann man nun mit Hilfe des Rechners gra-
phisch darstellen:

Flotl Flotz Flots 3
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Abb.[7 Abb.(8

Mit der TRACE- Funktion kann man auf dem Graphen entlang
fahren und erkennen, dass die Wahrscheinlichkeit flr einen
Fehler 2. Art erst dann kleiner ist als z.B. 10%, wenn die wah-
re Wabhrscheinlichkeit kleiner ist als 0,193 oder groRer ist als
0,422; anderenfalls ist die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler
2. Art nicht unbetrachtlich.

6. Einseitige(Hypothesentests
Diese lassen sich sehr ahnlich behandeln, man benétigt je-
doch nur ein Quantil fir den Annahmebereich.

Aufgabe: An einer Schule fallen durchschnittlich 11% der
Mathematik-Klassenarbeiten schlechter als ausreichend
aus. Ein neuer Kollege hat nun im letzten Schuljahr aber 43
seiner insgesamt 290 Mathematikarbeiten schlechter als
ausreichend beurteilt. Ist er ein besonders ,scharfer Hund“?

Zu testen ist H:[p<0,11 gegen K:[p>0,11. Man bestimmt fir
ein Niveau von 0=0,05 das 0,95-Quantil der Binomialvertei-
lung mit den Parametern n=290 und p=0,11 zu Xogs~41. Die
Hypothese H, dass er nicht ungewdhnlich viele schlechte
Noten gibt, ist also zu verwerfen, wenn das Stichprobener-
gebnis aulRerhalb A=[0, 41] liegt; dieses ist der Fall: Die Hypo-
these muss verworfen werden, der neue Kollege scheint
Klassenarbeiten tatséchlich recht streng zu benoten. Er hat in
%z0,148
Fallen eine schlechtere Note als ausreichend gegeben. Be-
stimmt man jedoch die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2.
Art far diese relative Haufigkeit, bil
nomcdf (290;0,148;41)~0,414, so sieht man, dass die Irr-
tumswahrscheinlichkeit dieser Aussage noch relativ grof3 ist.
Fir genauere Aussagen misste die Stichprobe vergréert
werden.

Uber die geschickte Hypothesenwahl bei einseitigen Tests
kann man sehr gut diskutieren - insbesondere dann, wenn
wirtschaftliche Argumente einbezogen werden kdnnen.

Auch die Testverfahren lassen sich analog mit anderen imp-
lementierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen behandeln.’

7.[Ausblick

% Eine Ubersicht tiber wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen mit deren Kenngréen und Anwendungsmaoglichkeiten
kann vom Autor per E-Mail angefordert werden.

Die Rechner von TI haben auch feste Module fiir Konfidenzin-
tervalle und Hypothesentests implementiert. Jene kénnen
jedoch nur als Black-Box eingesetzt werden und geben einen
P-Wert an, so dass die Test-Module flexibel zu verschiedenen
Testniveaus verwendet werden kénnen. Der P-Wert ist ein
Mal3 (aber keine Wahrscheinlichkeit) fiir die Vertraglichkeit
von Stichprobenausfall und Hypothese. Ist der P-Wert < a, so
wird die Hypothese verworfen.®

Unter anderem ist auch ein Test-Modul zum y*-Test vorhan-
den. Dieses ist nach der Behandlung der Hypothesentests im
Unterricht sehr gut einsetzbar, da mit dem 3*Test die Unab-
héngigkeit mehrerer Zufallsvariablen sowie die Annahme der
Normalverteilung von Zufallsvariablen untersucht werden
kdénnen. Beide Annahmen setzt man im Allgemeinen unkri-
tisch voraus.*
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® Naheres zum P-Wert findet man bei Stahel [4].

* Naheres zum y*-Test findet man bei Stahel [4] und im
Schulbuch Elemente der Mathematik [6] oder sehr ausfiihr-
lich auch bei Sachs [3].
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