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++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ +++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ Das Problem der vollständigen Serie


Dr. Ulrich Döring


Man erkennt an der kumulierten Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung, dass bereits nach dem 13. Wurf die Wahrscheinlichkeit 
größer als 50 % ist, eine vollständige Serie zu würfeln. Nach 40 
Würfen beträgt die Wahrscheinlichkeit für das Erzielen einer 
vollständigen Serie bereits gerundet 99,6 %.


Abb. 2: Wahrscheinlichkeitsverteilung zum Problem der vollständigen Serie.


Um zu der oben abgebildeten Wahrscheinlichkeitsverteilung 
zu gelangen, müssen mithilfe der Tabellenkalkulation die Diffe-
renzen zwischen den in der 2. Spalte angegebenen Absorpti-
onswahrscheinlichkeiten ermittelt werden. Wenn man die 


Absorptionswahrscheinlichkeit für den (n-1)-ten Wurf von der-
jenigen für den n-ten Wurf subtrahiert, erhält man die Wahr-
scheinlichkeit dafür, dass man genau mit dem n-ten Wurf eine 
vollständige Serie erzielt. Die Werte für diese Wahrscheinlich-
keiten sind in der 3. Spalte der Tab. 1 unter dem Listennamen 
„lid“ angegeben.


Mithilfe der Datenlisten „lin“ und „lid“ kann man in analoger 
Weise wie vorstehend beschrieben das in Abb. 2 angeführte 
Histogramm erstellen. Man erkennt, dass bei 11 Würfen die 
Wahrscheinlichkeit am größten ist, eine vollständige Serie zu 
erzielen. Sie beträgt gerundet 8,4 %.


Die hier vorgestellte Vorgehensweise lässt sich auf alle Mar-
koff-Ketten mit einem absorbierenden Zustand anwenden. 
Beispiele dafür sind radioaktive Zerfallsreihen und Spiele mit 
einem Endzustand.


Autor:
Dr. Ulrich Döring
Willi-Graf-Gymnasium, Berlin (D)
doc.doe@gmx.de


Literaturverweis:
1  Eine Verallgemeinerung auf eine vollständige Serie von n Elementen ist dadurch mög-


lich, indem man die Zahl „6“ im Term durch „n“ ersetzt und die Variable n als Argument 
integriert:


 ziehen ( vorhanden,gesamt,n ) :=
 when ( vorhanden=n , gesamt , when ( rand int (1,n) > vorhanden,
 ziehen ( vorhanden+1 , gesamt+1,n) , ziehen ( vorhanden , gesamt+1,n)))
2  Die Definition der Übergangsmatrix ist in der Literatur nicht einheitlich. Teilweise wird


auch die transponierte der oben angeführten Matrix als Übergangsmatrix bezeichnet.


Krake Paul – ein neuer Nostradamus? 
Dr. Andreas Pallack


Abbildung 1: Prophezeiung aus der Bildzeitung


Bekomme ich nächstes Jahr eine 5 in Mathematik? 
Betrügt mich meine Frau? Soll ich mehr Geld ins Lotto-


Spiel investieren? – Die Zukunft – oder zumindest Antworten 
auf einige drängende Fragen zu kennen reizt den Menschen. 
Die hier vorgestellten Fragen wurden jedoch nicht irgendeiner 
Wahrsagerin geschickt, sondern dem König der Wahrsager – 
der Krake Paul. Er tippte sämtliche Fußballtore und das Endspiel 
bei der WM 2010 richtig. Und so hat er das gemacht: Ihm wur-
den zwei Kästen mit Muschelfleich gereicht, an denen die Fah-
nen der spielenden Nationen befestigt wurden. Paul entschied 
sich für eine der Seiten – diese Seite sollte das Spiel gewinnen. 
Insgesamt tippte er acht Spiele nacheinander richtig.


Mathematikprofessor: ... ich geh in Rente
Der Mathematiker David Spiegelhalter sagte in einem Interview: 
„Es ist wirklich Zeit, in Rente zu gehen, zusammen mit meiner 
ganzen Wissenschaft.“ Eine seiner Hauptaufgaben sei es bisher 
gewesen, Schülerinnen und Schüler über die Risiken des 
Glücksspiels aufzuklären. Nun aber erwiesen sich Pauls Vorher-
sagen „ohne irgendeine Form nostradamischer Zweideutigkeit“ 
jedes Mal als richtig. So viel Glück könne man einfach nicht 
haben – zitiert ihn ein Tagesblatt.
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Krake Paul – ein neuer Nostradamus?


Dr. Andreas Pallack


Pauls Züge modellieren
In o. g. Aussage wird davon ausgegangen, dass sich Paul jedes 
mal zufällig entscheidet – vergleichbar mit dem Werfen einer 
fairen Münze. In diesem Modell hat Paul keine Präferenzen – 
also keine der Seiten wird besonders bevorzugt oder abgelehnt. 
Pauls Züge sollen nun simuliert werden, wobei die hier vorge-
schlagene Simulation bereits mögliche Präferenzen (also grö-
ßere oder kleinere Wahrscheinlichkeiten für eine der Seiten) 
mitdenkt. Im Unterricht wäre das ein weiterer Schritt.
 
 


Abbildung 2: Simulation der Krakenzüge


Diese Tabelle funktioniert wie folgt: In der Spalte A sind die acht 
Spiele nummeriert. In Spalte B wurden die Gewinnwahrschein-
lichkeiten für Paul (also im einfachsten Modell jeweils 50 %) 
angegeben. In Spalte C wird gewürfelt – und zwar so, dass eine 
1 mit der jeweiligen Wahrscheinlichkeit aus Spalte B auftritt, 
wobei eine 1 in der Simulation bedeutet, dass Paul das Spiel 
richtig tippte. In Zelle C9 wird die Anzahl der richtig getippten 
Spiele angegeben und in der Variable gew gespeichert.


Spalte D, die mit der Variable rtipp versehen wurde, hält die 
Ergebnisse fest. Dazu wurde der Capture-Befehl verwendet; die 
1 bedeutet, dass jede Veränderung registriert wird. Damit auch 
zwei Simulationen mit identischen Ausgang dokumentiert wer-
den können, habe ich mich eines „Tricks“ bedient: Zu der Sum-
me der richtig getippten Spiele wird noch eine kleine Zahl 
addiert – eine Zufallszahl. Sie sorgt dafür, dass auch identische 
Ergebnisse erfasst werden, da die Zahlen mindestens minimal 
voneinander abweichen.


Durch Drücken von CTRL + R werden alle Zufallszahlen neu 
gesetzt. In Spalte D entsteht eine Liste, welche jeweils die 
Anzahl der richtig getippten Spiele festhält. Nach 250facher 
Wiederholung ergab sich folgendes Bild (hier wurden die Daten 
mit der Applikation Data & Statistics dargestellt):
 


Abbildung 3: 250-fache Wiederholung


Vertrauensintervalle bestimmen
Tatsächlich wurde in dieser Simulation nur in 1 % der Fälle alle 
Spiele richtig getippt. Wollte man ein Vertrauensintervall annä-
hern, könnte man links und rechts rund 2,5 % kappen – man 
würde so eine Schätzung für ein Intervall auf 95 %-Niveau 
erhalten; also mit 95 % Wahrscheinlichkeit liegt das Ergebnis in 
diesem Intervall. Auf der Basis von 250 Fällen ist eine seriöse 
Schätzung jedoch noch mutig. 


Da es sich um eine einfache Verteilung handelt, kann man das 
Intervall auch rechnerisch bestimmen: Die Wahrscheinlichkeit 
alle Spiele oder keines richtig zu tippen beträgt jeweils unge-
fähr 0,4 % (=(1/2)8). Deswegen liegt die Anzahl aller richtig 
getippten Spiele mit einer Wahrscheinlichkeit von über 99 % im 
Intervall [1;7].


Das meinte wohl der Statistik-Professor – man spricht in die-
sem Zusammenhang auch von einer signifikanten Abweichung 
– hier produziert von Paul.


Ist Paul ein Zufallsinstrument?
Das oben gewählte Modell beinhaltet eine Menge Vorausset-
zungen. z. B., dass Paul sich nicht an den Fahnen orientiert und 
auch, dass die eingesetzten Fleischstückchen gleich attraktiv 
sind. Auch darf Paul sich nicht an die letzten Ziehung erinnern, 
z. B.: „Die Deutschlandfahne taucht oft auch und das letzte mal 
habe ich es überlebt aus diesem Kasten zu fressen.“


Unterstellt man, dass Paul mit seinen 9 Gehirnen Präferenzen 
entwickelt, ist das benutzte Modell nicht mehr haltbar. Denkbar 
sind Modelle, wie z. B. das Folgende: Paul hasst blau-weiß. 
(Man weiß noch nicht wie sich Kraken ihrer Umgebung anpas-
sen. Hier wird unterstellt, dass Paul Farben erkennt oder erfühlt.)
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++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ +++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ Krake Paul – ein neuer Nostradamus?


Dr. Andreas Pallack


Umso größer der blau-weiße Anteil einer Flagge, umso gerin-
ger die Wahrscheinlichkeit, dass Paul aus diesem Kasten zieht. 
Haben beide Flaggen keine weiß-blauen Anteile – wie z. B. bei 
der Begegnung Deutschland-Ghana – ist die Wahrscheinlich-
keit jeweils ½. Enthält eine Flagge hingegen viel blau (wie z. B. 
bei der Begegnung Deutschland-Serbien), so entwickelt Paul 
eine Vorliebe für die nicht weiß-blaue Fahne. Das könnte für 
das Spiel Deutschland-Serbien bedeuten, dass Paul Deutsch-
land mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 35 % zieht (alle von 
mir (!) geschätzten Wahrscheinlichkeiten kann man der TNS-
Datei aus der Materialdatenbank entnehmen). Auf der Basis der 
Farbanteile habe ich eine neue Simulation durchgeführt – 
schlicht durch Veränderung der Zahlen in Spalte B. Hier das 
Ergebnis von 250 Versuchen:


 


Abbildung 4: Paul mit Fahnenpräferenz


Die Berechnung bestätigt hier die Simulation: Mit einer Wahr-
scheinlichkeit von über 1 % werden alle Spiele richtig getippt. 
Auf dem 99 %-Niveau würde man also nicht von einer signifi-
kanten Abweichung sprechen ... die statistische Welt wäre 
wieder in Ordnung, Pauls Tippreihe läge im Rahmen.


Unseriöse Modelle?
Sie meinen, dass das Fahnenmodell an den Haaren herbeigezo-
gen ist? Sie haben Recht. Trotzdem möchte ich noch eine 
Schippe nachlegen und Ihnen das Folgende Entscheidungsmo-
dell nahe bringen: Paul nimmt das Muschelfleisch immer zuerst 
aus der Box, deren Flagge ein Emblem mittig links hat. Ist so 
eine Flagge nicht dabei, wird – wenn vorhanden – die Deutsch-
landflagge gewählt. Dieses Entscheidungsmodell sagt den 
Ausgang aller Spiele voraus. Zur Erklärung des Ergebnisses 
benötigt man keinen Zufall.


Meine Kernaussage ist, dass Paul nicht notwendig zufällig ent-
schieden hat. Auch wären (natürlich nicht in diesem Fall – aber 
in ähnlichen Konstellationen) Manipulationen denkbar: Das 
Muschelfleisch wird von Fußballexperten so vorbereitet, dass 
Paul eine bestimmte Seite wählt. Eine gute Entscheidungsbasis 
soll wohl die Summe der Einkommen der Spieler sein. Umso 


höher, umso größer die Wahrscheinlichkeit, dass die Mann-
schaft gewinnt. 


Oder entscheidet sich Paul eher für eine bestimmte Seite? Ich 
bin kein Experte für Kraken. Jedoch denke ich, dass man guten 
Gewissens weiter auf Regeln der Statistik vertrauen kann – 
fraglich ist eher, ob man das Phänomen Paul überhaupt mit 
einleuchtenden, nachvollziehbaren Modellen beschreiben kann. 


Ein weiterer Aspekt könnte zusätzlich mitgedacht werden – die 
Beeinflussung der Spiele durch Paul: Wer die Spiele im Fernse-
hen verfolgt hat weiß, wie oft Pauls Prophezeiung vom Mode-
rator angeführt wurde. Hat Deutschland vielleicht im Halbfinale 
nur verloren weil Paul es sagte ... man weiß es nicht und Paul 
schweigt: Er – der Liebling der Spanier – ist bereits in Rente 
gegangen und wird nichts mehr vorhersagen.


Didaktischer Kommentar
Das Beispiel kann eingesetzt werden in der Sekundarstufe I, um 
stochastische Modellierungen und Simulationen einzuführen 
oder zu üben – sowie in der Sekundarstufe II im Rahmen der 
beurteilenden Statistik. Die Schülerinnen und Schüler sollten 
Gelegenheit erhalten auch eigene Modelle zu entwickeln. Letzt-
endlich bringt der Vergleich verschiedener Modelle die Erkennt-
nis, dass man in diesem Fall einfach zu wenig über den tatsäch-
lichen Entscheidungsprozess weiß. So kann man zwar mit Paul 
spielen – wie es auch Internetseiten tun, die „paul’sche“ Vor-
hersagen anbieten – zu einer seriösen Aussage, ob und inwie-
fern das Ergebnis von einer Norm (welcher?) abweicht kommt 
man jedoch nicht.


Autor:
Dr. Andreas Pallack, Soest (D)
andreas@pallack.de


Autoren willkommen! 
Kritik erwünscht!


Ihr Beitrag zu den TI-Nachrichten ist herzlich willkommen, 
besonders natürlich Beispiele aus dem Unterricht. Ihre Kritik  


hilft uns, Ihren Wünschen besser gerecht zu werden. 
Ihr Lob spornt uns an.


Senden Sie Ihre Beiträge bitte per E-Mail an  
unsere TI-Nachrichten Redaktion: 


ti-nachrichten@ti.com


oder per Post an 
Texas Instruments, Education Technology, TI-Nachrichten, 


Haggertystraße1, 85356 Freising, Deutschland


Bitte beachten Sie die Hinweise für Autoren auf unserer Website.
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