Dr. Matthias Trittler

KomplexeZahleni+/Alter'Wein/inineuen(Schlauchen

Die komplexen Zahlen bilden ein klassisches Wahl-
thema der Oberstufenmathematik, das sich z.B. fir
die Zeit zwischen schriftlichem und miindlichem Abitur
eignet. Der TI-83/ TI-84 Plus kann hierbei als Werk-
zeug nicht nur zum Rechnen mit diesen komplexen
Zahlen genutzt werden, sondern es kénnen vor allem
viele Dinge visualisiert werden, die es ermdglichen,
(geometrische) Sachverhalte von den Schilerinnen
und Schilern selbst entdecken zu lassen. Im folgen-
den wird ein mdglicher Unterrichtsgang beschrieben,
wie er in zwei Mathematik-Kursen (Kernkompetenz-
fach) der neuen Kursstufe von Baden-Wirttemberg
durchgefihrt wurde.

1.[Einfiihrung(der(komplexenZahlen

Die Einfiihrung der komplexen Zahlen kann alge-
braisch motiviert werden, indem man an die im Laufe
der Schulzeit (und auch historisch) vorgenommenen
Zahlbereichserweiterungen erinnert: Den Ausgangs-
punkt bilden die natirrlichen Zahlen, die schrittweise
zu den ganzen, den rationalen und den reellen Zahlen
erweitert wurden, da gewisse Gleichungen in den
jeweiligen Bereichen nicht I6sbar waren. Auch noch
im Bereich der reellen Zahlen tritt dieses Problem z.B.
bei der Gleichung x*=-1 auf. Dies gibt Anlass zu einer
weiteren Zahlbereichserweiterung zu den komplexen
Zahlen, indem man eine bisher nicht vorhandene
Lésung i (,imaginare Einheit*) dieser Gleichung und in
Konsequenz auch alle Ausdriicke x+iy (mit reellen x
und y) zu den reellen Zahlen hinzunimmt. Nun sollte
die Deutung dieser Zahlen in der gauf3schen Zahlen-
ebene erfolgen, die man sich aus der reellen Zahlen-
geraden durch Hinzunahme einer imagindren Achse
entstanden denken kann (siehe Abb. 5).

Das Rechnen (Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren
und Dividieren) mit diesen ,,Ausdriicken” (Zahlen) x+iy
ist dann fast selbstverstandlich, wenn man dabei i wie
eine Unbestimmte behandelt und immer, wenn bei
der Vereinfachung i2 auftritt, dies durch -1 ersetzt.
Hierzu kénnen Beispiele gerechnet und mit dem TI-
83, der das Rechnen mit komplexen Zahlen be-
herrscht, kontrolliert werden (siehe Abb. 1).
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Zur Darstellung komplexer Zahlen in der Zahlenebene
mit dem TI-83 bedient man sich eines kleinen Tricks:

Die TI-Funktionen real() und imag() aus dem
Untermenti CPX des MATH-Menis, mit denen der
Real- bzw. Imaginarteil einer komplexen Zahl berech-
net wird, sind auch auf Listen komplexer Zahlen an-
wendbar. So lassen sich von einer Liste komplexer
Zahlen (etwa L3) mit real(Ls) bzw. imag(Ls) die
zugehdrigen Listen der Real- bzw. Imaginarteile
bestimmen und in den weiteren Listen L1 und L spei-
chern (vgl. Abb. 2).

Die Verwendung der Anfiihrungszeichen (%) hat hier-
bei den Vorteil, dass sich bei spaterer Ab&nderung
von U und V auch automatisch alle verwendeten
Listen &ndern, sodass man dann mit einem Tasten-
druck (GRAPH) die neue Zeichnung erhalt. Die in Ls
gespeicherten Zahlen lassen sich nun vom TI-83 in
der (komplexen) Ebene veranschaulichen, indem man
im Menl STAT PLOT den Plotl aktiviert und diesen
dann (mit GRAPH und geeigneten Window/Zoom-
Einstellungen) zeichnen lasst:
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Die geometrische Bedeutung der Addition und Sub-
traktion (vektorielll) und eventuell auch schon der
Multiplikation und Division in der komplexen Zahlen-
ebene kann so von den Schulern selbst entdeckt
werden.
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Z=X+iy
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Abb.15
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2.[PolardarstellungkomplexerZahlen

Jede komplexe Zahl z=x+iy kann in der sog. Polar-
darstellung
Z=rC0S@ +irsing = r(Cosgp +ising)
geschrieben werden (siehe Abb. 5). Definiert man
e'” =cosp +ising,
so lautet die Polardarstellung kurz:
z=r-€",
wobei r der Betrag und ¢ das (ein) Argument der
komplexen Zahl genannt wird.
Diese Form kennt auch der TI-83, und im MATH-
Untermenii CPX lasst sich mit 7:>Polar die Um-
wandlung in Polardarstellung durchfiihren. Umgekehrt
verwandelt der TI-83 mit 6:>Rect eine in Polardar-
stellung vorliegende komplexe Zahl zuriick in die
kartesische Darstellung x+iy. Besonders zum Ver-
sténdnis der geometrischen Bedeutung der Multiplika-
tion (und der Division) ist die Polardarstellung nitz-
lich, da hierbei bekanntlich die Betrage multipliziert
und die Argumente addiert werden. Unter Verwen-
dung der Additionstheoreme fur Sinus und Kosinus
lasst sich dieser Sachverhalt auch beweisen. Beson-
ders schon visualisieren |&sst sich dieser Zusammen-
hang durch Darstellung der Potenzen z, 2%, 2°, 2,
fur eine komplexe Zahl z, was der fortgesetzten Multi-
plikation mit der immer gleichen Zahl z entspricht:
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3./LineareFunktionen((Abbildungen)

Die Klasse der linearen Funktionen mit dem Funkti-
onsterm f(x)=m-x+c lasst sich vom Reellen ohne
weiteres auf die komplexen Zahlen Ubertragen, wenn
man fir x, m und c statt reellen nun komplexe Zahlen
zuldsst (und wie Ublich z statt x schreibt). Ein Schau-
bild wie im reellen Fall ist im Komplexen natirlich
nicht maoglich. (Dies ware vierdimensional!) Jedoch
hat eine solche Funktion f als Abbildung der komple-
xen Zahlenebene eine sehr schéne geometrische
Bedeutung: Es handelt sich namlich stets um eine
gleichsinnige Ahnlichkeitsabbildung (Drehstreckung
mit Streckfaktor |m| und Drehwinkel arg(m)). Umge-
kehrt lasst sich auch jede gleichsinnige Ahnlichkeits-
abbildung der komplexen Zahlenebene in dieser Form
mit geeigneten Zahlen m und c darstellen. Als Spezi-
alfalle ergeben sich die identische Abbildung (m=1
und c¢=0), eine (echte) Translation (m=1 und c#0),
eine (echte) Drehung (m#1 und |m|=1) oder eine

(echte) Streckung (m#1 und arg(m)=0, d.h. m reell
und gréf3er Null).

All diese Dinge kdnnen die Schiler an geeigneten
Beispielen selbst mit dem TI-83 entdecken, wenn
man fir die komplexe Zahlenebene das in 1. und 2.
vorgestellte Darstellungskonzept wahlt. Hierzu l&sst
man sich z.B. ein Dreieck, dessen Eckpunkte als
komplexe Zahlen in der Liste Lz gespeichert werden,
in Plotl sowie das Bild dieses Dreiecks unter der
Abbildung f (als Liste Le) in Plot2 zeichnen:
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Wahlt man in Plotl und Plot2 verschiedene Formen
der Punkte (,Mark“), so lassen sich auch in der ge-
meinsamen Darstellung Urbild und Bild des Dreiecks
unterscheiden. Neben den Eckpunkten U, V und W
des Dreiecks kdnnen zusatzlich noch die Seitenmitten
(U+W)/2, (V+W)/2 und (W+U)/2 gezeichnet werden.
Wahit man als Plot-Type die Punkte verbunden, so
wird bei geeigneter Reihenfolge der Punkte ein nicht
ganz geschlossenes Dreieck sowie sein Bild unter f
dargestellt:
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Durch den scheinbaren Darstellungsmangel, dass die
Dreiecke nicht ganz geschlossen sind, kann das Ab-
bildungsverhalten jedoch sehr viel besser analysiert
werden, weil dadurch dem Bild zu entnehmen ist, bei
welchem Eckpunkt des Dreiecks es sich um U, V oder
W (bzw. deren Bildern unter f) handelt. Das Setzen
der Anfiihrungszeichen (“) bei der Eingabe der Listen
ermdglicht es nach dieser umfangreicheren Vorarbeit,
durch Neueingabe von U, V und W das Dreieck und
durch Neueingabe von M und C die Funktion f
schnell zu verdndern. So kdnnen die Schilerinnen
und Schiller in relativ kurzer Zeit zahlreiche Beispiele
zu den verschiedenen Fallen untersuchen und die
erwahnten GesetzmaRigkeiten entdecken.
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4.[KomplexeKonjugationundigegensinnige
Anhnlichkeitsabbildungen

Nachdem sich im letzten Abschnitt die linearen Funk-
tionen als gleichsinnige Ahnlichkeitsabbildungen
herausstellten, erhebt sich nun die Frage nach den
gegensinnigen Ahnlichkeitsabbildungen der komple-
xen Zahlenebene, deren einfachste die Spiegelung an
der reellen Achse (komplexe Konjugation) ist. Dies
motiviert die Definition der zu einer komplexen Zahl
z=x+iy konjugiert komplexen Zahl z =x-iy, die mit dem
TI-83 im MATH-Untermenii CPX durch 1:conj(
erhalten werden kann." Damit erhalt man die oben
angesprochene Spiegelung durch f(z)=z und alle (!)
gegensinnigen Ahnlichkeitsabbildungen der komple-
xen Zahlenebene durch f(z)=m-z +c.

Mit dem TI-83 kdnnen diese Abbildungen wie im letz-
ten Abschnitt visualisiert und untersucht werden,
wenn man “M*L3+C“ durch “M*conj (L3)+C" ersetzt.
Sind die anderen dortigen Eingaben nicht geldscht
worden, sondern noch gespeichert, so erlibrigt sich
sogar deren nochmaliges Eintippen.
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5. Die(Spiegelunglam(Einheitskreisundweil|
tere/Abbildungenider’komplexen(Zahlen(]
ebene

Neben den Abbildungen der letzten beiden Abschnitte
erweist sich f mit f(z)=1/z aufgrund ihres Abbil-
dungsverhaltens als besonders interessant, weshalb
sie ja Spiegelung oder Inversion am Einheitskreis
genannt wird. In diesem Zusammenhang ist es sinn-
voller, statt der Bilder von Dreiecken besser die Bilder
von Geraden/Strecken und Kreisen zu betrachten.
Denn eine wesentliche Eigenschaft dieser Abbildung
ist die Kreisverwandtschaft: Bilder von Kreisen oder
Geraden (,verallgemeinerten Kreisen*) sind wieder
Kreise oder Geraden. Um dies die Schilerinnen und
Schiler mit dem TI-83 entdecken zu lassen, kann
man entweder das bisherige Konzept beibehalten und
die Objekte, die man abbilden méchte, durch eine
genligend groRe Anzahl von einzelnen Punkten an-
nahern. Besser und eleganter ist es jedoch, sich zu
diesem Zweck einer anderen Fahigkeit des TI-83 zu
bedienen, namlich der Darstellung von parametrisier-
ten Kurven. In diesem Kontext gentigen als paramet-
risierte Kurven Kreise und Geraden/Strecken: Ein

! Die zu z konjugiert komplexe Zahl wird oft auch mit
Z bezeichnet.

Kreis (mit Mittelpunkt m und Radius r) kann komplex
durch z=m+re" (¢ €[0;27]), eine Gerade (mit Stiitz-

punkt u und Stutzvektor v) durch z=u+tv (¢ € IR)
parametrisiert werden. Im TI-83 ist dies allerdings
reell, also getrennt in Real- und Imaginarteil ein-
zugeben (siehe Abb. 15 bzw. 17). Hierbei verwenden
wir die Parameterfunktionen xit und yit zur Darstel-
lung des Ausgangsobjektes, z.B. das Stiick einer
Geraden, und xot und yor zur Darstellung des Bildob-
jektes, also z.B. xzr=real(1/conj (xit+iy1r)).
Verwendet man fur die Bildkurve eine andere Strich-
darstellung als fiur die Ausgangskurve (z.B. fett), so
lassen sich diese in der ausgegebenen Grafik gut
unterscheiden. Die Standard-Einstellungen fir das
Parameterintervall (im WINDOW-Meni) sind gerade
passend fir einen vollen Kreis: Tmin=0 und
Tmax=6.2831853... (27 ).
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Natirlich lassen sich mit dieser Methode auch weitere
Abbildungen der komplexen Zahlenebene untersu-
chen, so z.B. die Quadratfunktion f(z)=z> oder die
komplexe Exponentialfunktion f(z)=e* . Letztere kann
in nahe liegender Weise definiert werden durch

e =e".e” =e"(cosy +isiny) .
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6.LosenvonGleichungenundder(Fundal’
mentalsatz/der/Algebra

Der bisherige Unterrichtsgang war sehr stark von
geometrischen Aspekten der komplexen Zahlen ge-
pragt. Natirlich sollte bei einer Behandlung der kom-
plexen Zahlen das Lésen von Gleichungen als alge-
braischer Aspekt nicht fehlen. Doch leider kann der
TI-83 Gleichungen nicht im Bereich der komplexen
Zahlen lésen, denn es liegt in der Natur des grafisch-
numerischen Taschenrechners, in diesem Punkt auf
die reellen Zahlen beschrankt zu sein. Hier misste
man zu CAS greifen. Mit dem TI-83 lassen sich je-
doch die Lésungen wie in Abschnitt 2 in der komple-
xen Zahlenebene veranschaulichen, so z.B. die n-ten
Einheitswurzeln als Lésungen der Gleichung z" =1,
die alle aquidistant auf dem Einheitskreis liegen.

Den (krobnenden) Abschluss der Unterrichtseinheit
kann bei besonders leistungsstarken Kursen der
Fundamentalsatz der Algebra bilden, dessen Wider-

spruchsbeweis nach Argand auf Schulniveau durch-
fuhrbar ist (siehe [1], S. 46ff).
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