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Le calcul des logarithmes

Présentation et objectifs

Contenus Capacités attendues
Fonction logarithme népérien. Utiliser I’équation fonctionnelle de I'exponentielle
Propriétés algébriques du logarithme. ou du logarithme ...
Fonction dérivée du logarithme, variations. Exemple d’algorithme
Algorithme de Briggs pour le calcul du logarithme.

C’est I'Ecossais John Napier (ou Neper) (1550-1617) qui inventa les logarithmes, initialement dans le
but de faciliter les calculs propres aux activités de banque et de commerce, puis, assez rapidement,
pour les trés longs calculs trigonométriques nécessaires pour la navigation. Trés vite s’est posée la
question du calcul effectif (mais approché) en vue de construire des « tables de logarithmes ». Diffé-
rentes méthodes furent aussitét proposées, dont celle que nous allons étudier ici.

Henry Briggs (1561-1630) qui fut un mathématicien, astronome et géographe anglais trés influent en
son époque, s’attela au probléme ; il inventa aussi les logarithmes décimaux.

Le principe

ARITHMETICA -

Imaginons un texte que Briggs aurait pu écrire, ou il expli- LOGARITHMICA
querait comment calculer des logarithmes « naturels » ; — ]
(népériens)... LOGARITHMORVM
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« Pour calculer le logarithme d’'un certain nombre positif et non mumetiy. aarucall fie creffentibin b vidous ad

10,0001 ct 4 go,000ad 100,000,

: 4 i
petficiuarur Ar problemata
et Gen

nul, je prends la racine carrée de ce nombre, de maniére répétée
HOS NVMEROS PRIMVS

jusqu’a obtenir un résultat suffisamment proche de 1. A la suite, je INVENIT CLARISSIMVS VIR lomasxes
. . s . iy . MNerznrvs BaroMerchiflt s autem ex ciuf tentia
soustrais 1 et je double le résultat autant de fois que j'ai fait de ,’.-..,J\-f?,===I_;m1_:3;_';,u,_-‘“ it Haxatevs
racines auparavant. » DEVS NOBIS VSVRAM VITE DEDIT
ET INGEMNII, TANOQVAM PECVYNIE,

NVLLA PRESTITVTA DIE.

L'idée de [l'algorithme de Briggs est donc la |._
Vx suivante : pour approcher In(x| (pour x>0), on

remplace x par vx (n fois), I'entier n étant « grand »
(on y reviendra plus loin). L'approximation a donner
est alors 2" x—1].

Quelques explications

LONDINI

On peut formaliser I'algorithme de Briggs a 'aide d’une suite Excudebe GVLIELM VS

IONES 1624

récurrente définie par u,=x et u,m:\/u»n pour tout entier
Frontispice de I'ouvrage publié par

Briggs (crédit : Jacques Laporte )
On utilise alors I'approximation de la courbe représentative du logarithme par sa tangente au point
d’abscisse 1, soit: In(x)~x—1 pour des hombres réels x proches de 1. Dans le cas présent : si U,

naturel n, dont on démontre qu’elle converge vers 1.
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est proche de 1 alors ln(un] est proche de u,—1; sachant que ln(un):%ln(x), on en vient a considérer
que In|x| est « & peu prés égal » a v,=2"(u,~1).

| Il reste a choisir n de maniére adéquate pour garantir la précision souhaitée. Vient alors une
P-4
= = seconde idée : ce qui precede peut aussi bien étre conduit avec X a la place de x, aboutissant
NS
1

cette fois a une approximation de In " =—In|x|.

On définit donc la suite (U,| par UO:% pour x>0 puis U, .=/ U, pour tout entier naturel n, et enfin
V,,:Z”( 1—U,,) qui converge aussi vers [n(x).

Nous admettrons que les suites (vn) et ( Vn) sont monotones et de sens contraires ; elles vont donc four-
nir des encadrements de In (x|, d’autant plus resserrés que n sera grand.

1. Ecrire une fonction en langage Python donnant les approximations du logarithme de X pour un
nombre d’itérations n donné, et comparer ces résultats avec la valeur fournie par la calculatrice,
pour diverses valeurs de x : x=2,x=20,x=404,x=0.05 et diverses valeurs de n. Qu'observe-t-on
quand n dépasse 40 ?

2. Ecrire une fonction en langage Python donnant une approximation du logarithme de X pour une
précision p donnée, et tester cette fonction pour x=2, x=20,x=404,x=0.05 et pour une précision
p=10"°. Pour ce faire, engager simultanément les algorithmes de Briggs pour le calcul de In(x) et de

—In % , et stopper dés que I'écart entre les deux approximations est suffisamment faible (par
rapport é p ) !.'rrg_:'w:ld_j‘_u'.‘:'_;i_‘lﬁf}Nl”ﬂ::r:!.f”:; poft quindecim ¢y pliras uniaci

pio= ¥ -

Ci-contre : une table de calcul de Briggs
(crédit : Jacques Laporte)

Eft igitur numeri X dati Logarithmus eeccce,
Horgm numerorum propor :|{~n_.ﬂ|l.|nl1 pr
ful TS, Am C qu
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Fiche méthode

Obijectif 1 : codage en Python LTEHE DU ScazeT 0001

from math import *

p Il est tres simple du moment que n  ldef brix.m:
/’/ N

for i i :
Pour le codage des °:=,q,.:[:?"ge[n]

est donné (voir ci-contre). Les
résultats sont acceptables tant qu’on nombres et des prsiurn (il )E2Em
ne fait pas trop dépasser a n la | Pulssances,voirlannexe 1. ——

valeur 30.

Une anomalie ? oy PYTHOR SHELL 0

23> br(2,30)
@.0931471824045996

Quand on prend n=52, on obtient une réponse 53> br(2,40)
0.6593115234375

aberrante. 33> br(2,50)
0.5

Explication : les racines répétées finissent par >5> br(2,52)

produire des nombres extrémement proches /bans |lenvir0nnemenf\ S;E,/nm_sz

de 1, tellement que la machine les confond | Python, les nombres 1.0 et J;;EI

avec le nombre 1. En effet, les nombres réels 142 semblent Jl Frs.. |2 A #J0utilslediter]Soript]
égaux (annexe 1).

« de la machine » (dits « a virgule flottante »)
n‘ont qu’un nombre limité de décimales (ou
plutét de bits) !

Objectif 2 : codage en Python EDITEUR : BRIGGS
LIGNE DU SCRIPT 0015

. . . , \ . def b(w2,p):

L’algorithme va s’inspirer du précédent, en conduisant simul- n=@

, " . , . . . e=8%
tanément les itérations pour I'approximation du logarithme de x Whiloe e>23p:

. , . w=sqrt(x)
(variable vy), et celles pour I'opposé du 7 On renvoie la VAT N :f?:ii]xﬂxn
logarithme de 1 (variable z). des deux valeurs \u:[i—i;’x}aﬂ?aﬁaﬁn

X encadrantesu et v, ce qui | >e&=abs[u-v)
. , ST , . return [u+wv]) /2
Comme ici n n’est pas fixé a I’avance, on assure un écart maximum
continue tant que (boucle while) 'écart entre =~ de €/2 parrapportala PV THON SHELL
. . \ valeurcible.
les variables y et z (variable e, valeur absolue 2’34%324%:13%;%39(38’
e SR 7 . e—
de y—2z) dépasse le double de la précision p donnée (on prend 2’24Eé§2g%§1gégéig(§$’
, . . . e—
le double parce que la réponse finale se fait avec la moyenne 5> b(20,1e-6)-log(20)
des deux valeurs, divisant I’écart par 2). L’initialisation de ;1512%337222?43529-19
I’écart e doit se faire a une valeur suffi- — ||2-995732273615431
_ / hoisi 20 et 404 qui | P>2-b(404,1e-5)

samment grande pour que la boucle puisse On a choisi 20 » qul 6.001414877944626

. " - R sont des nombres entiers
« démarrer », on a ici choisi le triple' de la .

Lo donc le logarithme est
precision p. . proched'unentier!
1 Toute valeur supérieure a 2p conviendrait.
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Pour aller plus loin

Briggs s’est surtout occupé de « calculer » les logarithmes des nombres premiers. Pourquoi ?

Calculer efficacement des logarithmes !

L, Il convient ici de se souvenir du fait que tout nombre entier est décomposable en un produit de
“Qf nombres premiers (éventuellement répétés). Considérons par exemple un nombre entier

 gécrivant n=p“q’r” avec p, q, r premiers et a,f,y entiers positifs : on sait calculer son
logarithme sous la forme [n(n)=aln(p)+pln(g)+yln(r), pour peu qu’on sache « calculer » les
logarithmes des nombres premiers. Et a partir de ce point on sait aussi calculer les logarithmes
des nombres rationnels (une fraction étant un quotient de deux nombres entiers), en particulier
des nombres décimaux avec un dénominateur puissance de 10.

Prolongements

Quelques lectures pour aller un peu plus loin :
» Vies de John Napier et Henry Briggs (pages Wikipedia en francais).

* « Histoire de la fonction logarithme », site de 'académie de Limoges

+ « Histoires de logarithmes », publié chez Ellipses par la commission Inter-Irem d’Epistémologie
et d’Histoire des Mathématiques (https://www.univ-irem.fr/spip.php?article667).
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