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Thema: Ellipse - Grundlegendes
Thomas Mdller TI-Nspire™ CAS

Schlagworte: Ellipse, Gartnerkonstruktion, Parameterdarstellung, Relationsgraph

Unterrichtssequenz

Bevor lehrplangerechte Aufgaben zu den Kegelschnitten mit Hilfe von Technologie bearbei-
tet/geldst werden, scheint es sinnvoll, zunachst einen Ausblick auf die vielfaltigen Moglichkei-
ten von TI-Nspire im Umgang mit diesen Kurven zu geben. Die vorliegenden Schritt-flir-
Schritt-Anleitungen fihren von einer klassischen graphischen Einflhrung nach der Gartner-
konstruktion zu einer eleganten Erzeugungsmaoglichkeit mit Hilfe der Technologie. Alternati-
ven stellen algebraische experimentelle Herangehensweisen ausgehend von der Parame-
terdarstellung eines Kreises dar.

Moglichkeit 1: Gartnerkonstruktion

Unter einer Ellipse versteht man die Menge aller Punkte der Ebene, fir die die Summe
der Abstande von zwei gegebenen Punkten konstant ist.

Geometry-Fenster offnen:

Eine Strecke und zwei Punkte (F1, F2) wer-
den beliebig gewahlt. Die Lange der Strecke
soll dabei die Abstandssumme der Ellipsen-
punkte von F1 und F2 sein. Sie muss gréRer
als die Entfernung von F1 nach F2 sein.

Auf der Strecke wird nun ein beweglicher
Punkt eingezeichnet. Mit Hilfe von Construc-
tion / Compass kann nun ein Kreis, dessen
Radius gleich der Streckenlange vom An-
fangspunkt bis zum beweglichen Punkt X ist
um F1 gezeichnet werden. Analog fur einen
Kreis um F2 mit dem Radius vom Endpunkt
der Strecke bis zum Punkt X.

Das Bewegen des Punktes X bewirkt nun
eine stetige VergroRerung/Verkleinerung der : ik
Kreisradien, aber stets so, dass die Summe / i
der Radien gleich der gesamten Strecken- /4 \
lange ist. Nun muss nur noch die Spur der . "l
Schnittpunkte der beiden Kreise dargestellt b /
werden. (Geometry Trace) M ]
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Maoglichkeit 2: Dreieck — Konstanz des Flacheninhalts und des Umfangs

Mit Hilfe von Nspire lassen sich bei Zeichnungen bestimmte GroRen, wie Umfang oder
Flacheninhalt sperren, sodass sie konstant bleiben. Dadurch ergibt sich die Moglichkeit
einer neuen Herangehensweise an die Ellipse. Sperrt man namlich bei einem Dreieck
ABC den Umfang und bewegt einen Eckpunkt (z.B. C), so muss dann wegen der unver-
anderten Lange von AB die Summe der Abstédnde AC und BC konstant bleiben. Dies be-
deutet, dass C lediglich entlang einer Ellipse (nach der Gartnerkonstruktion) bewegt wer-
den kann. Bei der dargestellten Sequenz wird zunachst der Flacheninhalt gesperrt, so-
dass der Punkt C lediglich auf einer Parallelen zu AB gefiihrt werden kann (warum?).

Geometry-Fenster 6ffnen: _
Von einem beliebigen Dreieck ABC wird der -
Umfang (perimeter) und der Flacheninhalt '
(area) mit Hilfe von Rechter Maustaste / Measu-
rement (> Length oder 2 Area) angezeigt. Das
Bewegen der Eckpunkte, z.B. von C, fuhrt zu
einer laufenden Veranderung von U und A.

Area=66.43 cm?

Rechte Maustaste auf den angezeigten Fla-
cheninhalt liefert im Attributes-Menupunkt die !
Méoglichkeit, durch Klick auf das (offene) )
Schloss den Betrag zu sperren: Danach kann
jeder Dreieckseckpunkt nur noch so bewegt
werden, dass der Flacheninhalt konstant bleibt.
Anzeigen der Spur (Geometry Trace) liefert be-
kanntermalen eine Gerade, da bei Flachen-
konstanz ja die Héhe bei gleicher Basislange
konstant bleibt.

Nach Entsperren des Flachenbetrags kann ana-
log zu vorhin der Umfang konstant gehalten
werden. Da die Seite von A nach B unberuhrt
bleibt, bleibt eigentlich die Summe der sich ver- e
andernden Absténde des Punktes C von A und v ~
B konstant. Dies entspricht wiederum der Gart-
nerkonstruktion (vgl. Mdglichkeit 1). \

Mégliche Vorgehensweise im Unterricht:

Ausgehend vom Dreieck kdnnte die eine Halfte der SuS den Flacheninhalt, die andere Halfte
den Umfang sperren. Vor Beginn sollten die SuS eine Vermutung aufstellen. Diese Vermu-
tung mit dem tatsachlichen Ergebnis zu vergleichen und das Ergebnis mathematisch zu be-
grunden ergibt eine interessante Moglichkeit fir selbstentdeckendes Lernen.
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Moglichkeit 3: Die Ellipse als Graph einer Relation

Da eine Ellipse nicht als Funktion einer Variablen x gezeichnet werden kann (manchen x-
Werten wird ja kein y-Wert, manchen wieder zwei y-Werte zugeordnet), muss im Graphs-
Fenster unter den Eingabebefehlen bei Graph Entry/Edit die Anweisung Relation gewahlt
werden.

B |

Graphs-Fenster >> Graph Entry/Edit >> Relation =

Eingabe z.B. x?+2y?=5 liefert eine Ellipse. @

Unter Equation Templates findet man die Mog-
lichkeit direkt die Angabeparameter fir die Ellip-
se (und die anderen Kegelschnitte) einzugeben:

(x-h)* | (v-k)° _
a’ N by !

Die Gleichung legt eine Ellipse mit Haupt-und e P
Nebenachse parallel zu den Koordinatenachsen
x und y fest. Dabei bedeuten in der vorgegebe-
nen Gleichung (h/k) die Koordinaten des Mittel-
punkts und a und b die Haupt-und Nebenach-
senlangen.

Der Vorteil dieser Eingabe ist die Moglichkeit der IO T Center
Verwendung des Analysebefehls fur Graphen. O 2verices
Unter Analyze Graph gibt es einen eigenen Me- '
niipunkt Kegelschnitte zu analysieren: Analyze O 3Fou
Conics. So lassen sich die Koordinaten der W s:axes of symmetry
Brennpunkte, der Scheitel und vieles mehr aus- \J soirectrix
lesen. — _LEG:Asymptotes

@ 7:Radius

€= 8:Eccentricity

H 9:Latus Rectum

Die Analyse der gezeichneten Ellipse nach
Scheitel, Symmetrieachsen, Brennpunkten und ”u
Exzentrizitat liefert nebenstehendes Ergebnis. ' g

1
e

(21) (21) (6.1)
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Wenn von der bekannten Parameterdarstellung eines Kreises [x(t) = r cos t, y(t) = r sin ]
ausgegangen wird, so ergibt sich mit Hilfe der Technologie ein interessantes Experimen-
tierfeld fur die SuS: Was passiert, wenn statt des gleichen r-Wertes in der x(t) und y(t)-

Gleichung unterschiedliche Werte eingesetzt werden?

Graphs-Fenster >> Graph Entry/Edit >> Parametric
Schritt 1:

Erfolgt im Parameterfenster die Eingabe all-
gemein mit r statt einer fixen Zahl, so bietet TI-
Nspire die automatische Erzeugung eines
Schiebreglers an.

So kann die Grof3e des Kreises verandert wer-
den.

Die automatische Erzeugung des Schiebereg-
lers bietet auch negative Zahlen fir den Radi-
us an. Dies kann wiederum Anstol} fir einen
Diskussionsprozess sein: Was bedeutet in
dieser Parameterdarstellung ein negativer
Wert fiir den Radius?

x1 (z‘)=?" cos(!)‘

yl(f)=r sin(z)

0<r=6.28 tsrep=0.13

Create Sliders

=

Create a slider for:

‘ oK H Cancel

1

parametric graph x1,y7

{xl(!) T c:_v!:[!)
)'I(IJ—r- sm(ﬂ)

Schritt 2:

Nun wird fur x(t) = a cos(t) und fur y(t) = b sin(t)
eingegeben. TI-Nspire bietet die Erzeugung
von zwei Schiebereglern an.

Experimentieren mit diesen Schieberegeln lafit
die Bedeutung der Werte fir a und b erkennen.

Diese Konstruktion kann auf einfache Weise
geometrisch interpretiert und konstruktiv
umgesetzt werden:

T

/ \

AN 7

AN e

i{xz(z)a- cos(e)~

yZ(z):b- sin(z)

parametric graph x2,y2

Denn die Parameterdarstellung entsteht durch
Kombination der x-Komponente aus der
Parameterdarstellung eines Kreises mit Radius
a (groRer Kreis) und der y-Komponente eines
Kreises mit Radius b (kleiner Kreis). In der
dargestellten Zweikreiskonstruktion entstehen
die Ellipsenpunkte als Spur des Schnittpunktes
der horizontalen und lotrechten Geraden aus
den Kreispunkten des grof3en und kleinen
Kreises (,Scheitelkreise“). Diese Konstruktion
ist auch unter dem Namen PROKLUS-
Konstruktion oder Zweikreiskonstruktion der
Ellipse bekannt.
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Didaktischer Kommentar

Die vorliegende Beschreibung kann den SuS im Sinne des konstruktivistischen Lehr-
Lernparadigmas zum Selbststudium gegeben werden. Die LP steht zur Beratung bereit.

Technologiehilfe

o Einschalten der Geometriespur:
Rechte Maustaste auf den Punkt, dessen Spur gezeichnet werden soll, dann Geo-
metry Trace wahlen

o Loéschen der Geometriespur:
Rechte Maustaste auf Spur, dann Erase Geometry Trace wahlen
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