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Unterrichtsmaterial

Die sogenannte Scheitelgleichung x? (1 - ee?) — 2px + y? = 0 beschreibt eine bestimmte Klas-
se von Kurven. Es gilt ee =2 0. p soll eine reelle positive Zahl sein.

Aufgabenstellung

Untersuche die Relation x2 (1 - ee?) — 2px + y? = 0 (,Scheitelgleichung®). Beschreibe die
Bedeutung und den Einfluss der Variablen ee = 0 und p = 0 fir die Form des Graphen.

<
Losung
A)
Zunachst wird der Graph dieser Relati- Sraphs & Geomelry 2
on ermittelt. R 1:Actions ’
Hier bietet sich also die Eingabe als 1 2 View C
Relation an. A 3orapn EmyEar | A4 1:Function
r_\i S5:Trace 4 %3 Equation Templates *
}@‘( 6:Analyze Graph 2 -A-"- 4:Parametric
Wird die Gleichung ,
r—.—.

x2(1- ee?)—2px+y*=0
eingegeben, dann werden automatisch v . v222 prx+(1-ee2)- x2=0
fur ee und p Schieberegler erzeugt.
Diese werden fir die experimentelle
Phase den vorgegebenen Definitions- !
bereichen angepasst, etwa wie folgt:

relation plot rell

Variable: 'p Variable: |[ee
Value: 2 Value: |0
Minimurn: 0 Minimum: |0
o e :‘10— it 5— ee = 0 und p = 3 ergibt offenbar einen Kreis mit Radius 3
Step Size: 0,01 Step Size: |0.01
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Die Gleichung ist zweiten Grades. So kann vermutet werden, dass die Kurve einer der
kennengelernten Kurven zweiten Grades (Ellipse, Parabel, Hyperbel) entspricht. Das
Aussehen fir p = 3 und ee = 0 Iasst einen Kreis vermuten.

Die Kurve ist tatsachlich ein Kreis:
Denn p = 3 und ee = 0 flhrt zur Gleichung y*+x*(1-0)-6x=0

Diese ist gleichwertig mit (x-3)? + y?> = 9. Das Bild trugt also nicht, die Kurve ist tatsach-
lich ein Kreis mit M(3/0) und Radius 3.

B)

Nach Veranderung von ee und p kann
die Kurve auch maschinell analysiert
werden: e

(]

y E-p-x-(l eez)-,\'zz()
Analyze Graph >> Analyze Conics >> e
Analyze Center bzw. Loci bringt weitere

Erkenntnisse.

X2 (1—ee?)—2px+y*=0 g 1
Sei 1 — ee? = r? (fur ee < 1) gesetzt.
Hinweis: Die Ausdriicke mit x kbnnen zu

einem vollstandigen Quadrat erganzt wer-
den, sodass die Gleichung die Form

(x-A)2/C? + y?/D? = 1 hat.

Dies entspricht einer Ellipsengleichung,
deren Mittelpunkt auf der x-Achse verscho-
ben wurde.

C)
Sonderfall ee =1: Begrindung: Die Gleichung lautet nun

Die Ku.rve ist eine E’arabel. Ve!.riation Y2 +x2(1-1)—2px=0-> y?=2 px
von p liefert verschieden gekrimmte

Parabeln. Der Brennpunkt ist jeweils

p/2 vom Scheitel entfernt.

Durch Variation von p kann die Veranderung der Form der Parabel mitverfolgt werden
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D)

Sei nun ee > 1: 6.51 1y
y2+ x2(1-ee?)—2px=0

Durch den nun negativen Faktor bei x*
hat die Gleichung die Form einer Hy-
perbelgleichung

-6.82

E)

Was passiert bei p = 0?
Von der Gleichung bleibt
y?+x*(1-ee?)=0

Da ee >1 kann die Gleichung in

y2-A2x2=(y-Ax).(y+Ax)=0
umgeformt werden.

Dies erklart den Zerfall des Kegel-
schnitts in zwei Geraden.
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Didaktischer Kommentar

Alle drei Typen von Kegelschnitten kdnnen mit Hilfe der vorliegenden Scheitelgleichung ein-
heitlich beschrieben werden: x* (1 - ee?) — 2px +y*=0

In dieser Relationsgleichung bedeutet ee die numerische Exzentrizitat (= e/a mit e = lineare
Exzentrizitdt und a = halbe Hauptachsenlange).

Zunachst wird die Technologie als Visualisierungsmittel verwendet. Die Formel wird an sich
als Art Blackbox angesehen. Die Bedeutung von ee und p wird durch Experimentieren -
man konnte fast sagen - in einer Form von reverse engineering ermittelt.

Erganzung zu Abschnitt B:
So koénnte die Berechnung der Ellipsengleichung im Detail aussehen:

X2r2 - 2pxrir + p?r? - p?r2 +y2 =0

(xr—p/r)? +y2=p?r* |:p3r?

(X/p - 1)+ yrp* = 1

(x-p)/p* + y*/ (plr)* =

D.h. es handelt sich um eine Ellipse.

Der Mittelpunkt M hat dann nach den Vorgaben in

Graphs & Geometry S
|% 1:Actions D
2:View v
|q3 3:Graph Entry/Edit ¢ lqlp‘ 1:Function
{4 4window / zaom v | i 2:Relation
E\igTrace D quatio :Fﬂ:Line Y66 Ly
){;;t §:Analyze Graph » ﬁh 4:Parametric J&} 2:Parabola +
4 7 Table » | = S:Polar '@SZCII’ClE 4
@. 8 Geometry 3 4_ 6:Scatter Plot 4 q (x—h)“ . M _
#4 9:Settings... ' JE JiSequence 4 %S'Hypemnla v a L

die Koordinaten M(p/0), Hauptachsenlange ist p, Nebenachsenlénge p/r.

Vorschlag zur Umsetzung

Diese Sequenz kénnte als kleines ,Forschungsprojekt* angelegt werden, bei dem die S&S
moglichst viele Eigenschaften der durch die Scheitelgleichung erzeugten Kurven finden sol-
len.

Zusatzlich kénnte auch ein Hinweis auf die physikalische Bedeutung von ee erfolgen:

Die Bahn eines von der Erde gestarteten Satelliten hangt bekanntlich von der Anfangsge-
schwindigkeit ab. Bei einer Startgeschwindigkeit von 7,92 km/s (erste kosmische Geschwin-
digkeit) erreicht ein Satellit eine Kreisbahn, bei 11,9 km/s kann der Satellit auf einer Parabel-
bahn die Schwerkraft der Erde Gberwinden.

Im TNS-File ist im Problem ,Satellitenbahnen“ durch Schieberegler der Ubergang von Kreis
und Ellipse zu Parabel und Hyperbel(bahn) visualisiert.
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