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Statistiek

Dynamisch visualiseren en simuleren met TI-Nspire 3.0
Guido Herweyers
KHBO Campus Oostende
guido.herweyers@khbo.be

Inleiding

“Meten isweten” is meer dan ooit actueel. Op woensdag 20 oktober 2010 vond de eerste
Wereldstatistiekdag ('World Statistics Day') plaats, op initiatief van de Verenigde Naties. Bij
deze gelegenheid publiceerde het NIS (Nationaal Instituut voor Statistiek) [1] een speciale
uitgebreide versie van de kerncijfers 2009, waarbij Belgié in een Europees perspectief wordt
geplaatst [2].

Technologie evolueert en biedt nieuwe mogelijkheden voor het onderwijs. Dit is zeker zo
voor statistiek. Concrete data kunnen snel worden gevisualiseerd op verschillende wijzen,
simulaties van steekproeven en kansexperimenten kunnen worden onderzocht. Hiermee kan
men stati stische begrippen in een vroeger stadium invoeren, waarbij de data op de voorgrond
treden en de formules op de achtergrond. Het is de bedoeling om met dit cahier via concrete
voorbeelden een mogelijke aanpak te illustreren. De statistische basi sbegrippen worden hier
niet gedefinieerd, de nodige achtergrond hiervoor vindt men in de talrijke boeken over
statistiek.

Dedl 1 iseen kennismaking met de mogelijkheden van TI-Nspire (softwareversie 3.0) [3] ,
waarbij voornamelijk de beschrijvende statistiek aan bod komt van de tweede graad en de
derde graad met twee tot vier wekelijkse lestijden wiskunde. Er wordt ook gewerkt met data
van het internet [1], [4].

Deel 2 gaat over ssimuleren met TI-Nspire. Hoe trekt men een enkelvoudige aselecte
steekproef uit een populatie? Hoe komt de normale verdeling hierbij tevoorschijn als
kansmodel voor het streekproefgemiddelde, bij grafische observatie van de variabiliteit ervan
in meer dan 1000 steekproeven? Wat is de invlioed van het kansmodel van de populatie en van
de steekproefgrootte?

Dedl 3 laat zien hoe men nieuwe kansverdelingen kan ontdekken via simulatie, uitgaande van
de continue uniforme kansverdeling op het interval [0,1] . Ook de t-verdeling komt aan bod.

Desl 4 illustreert een mogelijke aanpak van toetsen van hypothesen, ondersteund door
simulaties.

Traditioneel komt ook dit cahier op de website van T° Vlaanderen, www.t3vlaanderen.be,
samen met het T1-Nspire bestand dat de data bevat van alle voorbeelden in dit cahier.
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Deel 1: beschrijvende statistiek

1) Kwalitatieve niet gegroepeerde data

Open TI-Nspire en sluit het welkomscherm, voeg een pagina met een lijsten en spreadsheet
toepassing toe aan het bestand (er zijn 7 toepassingen ter beschikking):

< Document - TI-Nspire™ CAS Teacher Software

dﬁ 1:Rekenmachine Toevoegen
- ¥ QOpgave 1

rj‘jQ:Grafieken toevoegen
|§3:Meetkunde Toewoegen

1] 5:voeg Gegevensverwerking & Statistiek toe

§:Motities Toevoegen

) 7:vermier DataQuest toevoegen

Klik hier om een toepassing toe te voegen

Voorbeeld 1:

Gegeven de oogkleur van 15 personen: groen, blauw, blauw, grijs, blauw, groen, bruin,
blauw, grijs, bruin, blauw, groen, blauw, blauw, grijs.

- Geef de eerste kolom A bovenaan de naam oogkleur.

-> Noteer de kleuren (start met cel A1) telkens tussen aanhalingstekens (tekstgegevens).

Wengter Help
I.oogkleur B

Eestand Bewerken Beseld Invoegen Exra

Inhoud Documenten

@Invoegen - @ @ - E

Documentenwerkset

Ele: ¢« = =

Lijsten & Spreadsheet S

[y 1:acties 8
&a 2:Invoegen 4

Il-g;,s_ 3:Gegevens b | 1:Getallenrij genereren

groen
Iblauw
Iblauw
Igrijs

I blauw
Igroen

K 4:statistieken » | 2:Gegevensvastlegging
J:Opvullen

1] s:Functistael 8
4:G5egevens wissen

Sisamenvattingsgrafiek




- Selecteer de hele kolom (linkermuisklik bovenaan op de letter A), kieslinks het eerste

menu | ® (documenttools) in de documentenwer kset ; dit toont het menu van de actieve
(spreadsheet)toepassing. Kies hierin de optie gegevens met daaronder snelle grafiek. Het
venster wordt gesplitst met rechts een puntendiagram of dot plot.

.. oogkleur B e D =

groen
blauw
.blauw
grijs
.blauw
groen
.bruin
.blauw
.grijs
.bruin
.blauw
.groen
.blauw

.blauw I : ! !
.grijs

v blauw bruin grijs groen
Al |="groen" 4 ’i oogkleur

- Selecteer het rechtervenster (linkermuisklik op dat venster). Wijzig de grafiek in een

cirkeldiagram (of een taartdiagram) via het menu Plot-type onder | ®
Met een rechtermuisklik op de cirkel kan men o.a. de kleuren aanpassen en de procentuele
verdeling laten verschijnen (viaalle labels tonen).

Tip: het contextmenu dat verschijnt bij een rechtermuisklik is handig om snel een actie ter
plaatse uit te voeren. Een deelvenster kan men verwijderen door het eerst te selecteren
(linkermuisklik) en vervolgens de toetsen Ctrl en K samen in te duwen (de rand van het
venster vibreert), vervolgens op Delete drukken.

bruin

A7 %

blauw

3

="groen" 4 oogkleur




- Wijzig de grafiek in een staafdiagram (rechtermuisklik in het rechtervenster).
Verschuif de categorie bruin naar rechts (linkermuisklik op het woord bruin, blijven induwen
en verslepen).

blauw bruin grijs groen auw ruigrys groen blauw grijs groen bruin
oogkleur oogkleur oogkleur

(o2}
1

(03}
1

(03}
1

Frequentie
s

Frequentie
N
1
Frequentie
N
1

N
1
I
1
N
1

-> Noteer naast de oogkleur het geslacht van de personen en splits de categorie van de
oogkleuren volgens de tweede categorie geslacht (rechterklik op de X-variabele oogkleur,
optie categorieén splitsen per variabele)

.. oogkleur B geslacht. D 2 geslacht
4 71 [Mjongen

groen jongen O meisje
. blauw meisje
. blauw meisje
. arijs meisje
. blauw jongen @
. groen meisje %
. bruin jongen =
.blauw jongen E 27 [ ] ]
. arijs jongen
. bruin jongen
. blauw meisje
. groen meisje
. blauw jongen
. blauw meisje
18 gris meisje © % “blaw  gis  goen  bruin
EJ_‘ ="groen" | 4 | » oogkleur / geslacht

- Voeg een rekenmachine pagina toe aan het bestand via de optie invoegen van het
algemene documentenmenu bovenaan.



Documenten

CIEEIL | Thnossen - @ 13| T 1 -
Documentenwerkset ] opgave |
2 B ] Pagina G+l

E Rekenmachine

Gegevensverwerking & Statistiek
g 4 ;ﬂ Grafieken

E_ 1:Plot-type ¥ [ Meetkunde

|_ED\' 2 Plateigenschappen y . Lijsten & Spreadsheet
Ll Gegevensververking & Statistiek

e 3:acties -
- Motities

%1? 4.Analyseren ¥ _: vemier DataQuest

m_’l.\/ensteﬂuum ¥ Ll Vraag...
= Beeld..
ﬂ Programmma-editor 4
ﬁ Sensorpaneel Ctrl+D

—>Typ oogkleur gevolgd door enter; de variabele oogkleur is een lijst van tekstgegevens. Het
commando countif(oogkleur, ? ="blauw”) geeft het aantal gegevens “blauw” in delijst.

oogkleur

{" groen"," blauw","blauw", " grijs","blauw"," groen", " bruin" )

countIﬂﬁoo gkleur,?="blauw" ] 7

Tip: de tekstgrootte kan men onderaan op het scherm aanpassen met de schuifregelaar

. i | . 1
Documentweergave: & |B]  Scherpte: —— |

scherpte:

2) Kwalitatieve gegroepeerde data

Voorbeeld 2:
Op de website van het NIS staat de verdeling van het bodemgebruik in Belgié (2009):
Bodemgebruik Belgié 2009 (in km?)
bron: NIS
Landbouw 10387,34
Permanente weiden en grasland 4963,39
Bossen 6970,57
/Andere en water 2156,42
Bebouwde percelen 6050,19

- Voeg een nieuwe spreadsheet paginatoe aan het bestand en vul de gegevensin.



- Kies samenvattingsgrafiek uit het menu gegevens van de spreadsheet toepassing,
vervolgens bodem a's X-lijst en vierkante_km a's samenvattingslijst.

Documentenwerkset

Elde: # = =

vierkante_km

Lijsten & Spreadsheet 3
@ 1iActies 4
B 2:nvaegen b bouW 1 0387.3
|1‘3:,5_ 3:Gegevens » | 1:Getallenrij genereren
X 4:Statistieken ) | 2Gegevensastiegaing » €N €N graSland 4963.39
£ 5Functietabal y | FOpvlen L
sen 6970.57
S Samenvattingsgrafiek
&:5nelle grafiek Ere en Water 21 56 . 42
| i Bebouwde percelen 6050.19

Samemsatiingsgranek

X~ljst: |bodem =

Samenvattingslijst Evierkante_km - ‘

Weergawve aan; [Gesplitste pagina - \

[ DK l Annuleer ]

.. bodem .vierkante_km =

ILandbouw 10387.3
.Weiden en grasland 4963.39
13 Bossen 6970.57
.Andere en water 2156.42
. Bebouwde percelen 6050.19

vierkante_km

Bossen

Landbouw
Andere en water

Weiden en grasland
Bebouwde percelen

* |7

Al |="Landbouw" lil =] bodem

- Selecteer het rechtervenster. Wijzig het staafdiagram volgens afl opende waarden via het
menu acties - sorter en>waar devolgorde. Dit kan ook door de staven te versiepen.



Maak er een cirkeldiagram van met het menu Plot-type (ofwel met een rechtermuisklik op een
staaf).

Edr @ = =

Documentenwerkset

werking & Statisti S

E_ 1:Plot-type >

.. bodem B

ILandbouw

.Weiden en grasland

m§VensteerUUm 4

Ab] 3:Tekst invoegen
«ld 4:Schuifknop invoegen

,. S:Alle punten selecteren

& Selecteer atheelding

De statistische grafieken verschijnen in een gegevensver werking en statistiek toepassing.
Men kan deze toepassing ook eerst invoegen op een aparte paginaen vervolgens via het menu

|55} 2 Ploteigenschappen 4
n
I RA JiActies > 1:Verwljdaren
water
% 4:Analyseren 4 2:Tekst verhergen
percelen

1:Lijstvalgorde

FAlfa-volgorde

vierkante_km

10000 A

8000

6000

4000

2000

Landbouw
Bossen

2 Bebouwde percelen
Weiden en grasland

o
o

Andere en water

ploteigenschappen eerst een X-variabele toevoegen (kies bodem) en daarna een
Y samenvattingdlijst toevoegen (kies vierkante km) .

@Invoegen 2 @D 2 E '& ©

] opgave

] Pagina

ag Rekenmachine

4 Grameken

|! Meetkunde

-] Lijsten & Spreadsheet

Ctrl+l

Motities
i vernier DataCuest
L vraag...
= Beeld...

Wideo..
Fublishyiew™ tekstrak
m Frogramma-editar ¥

Sengarpanes! Cirl+Dr

E‘}_"i‘ 4:Analyseren
E,sﬂ]n S:\enster/Zoom

Geg werking & Ed

El:b:'lot—type 4 @
l|_—};l 2:Floteigenschappen > 1:Gegevenspunten werbinden

[} iActies ' L‘IL2:Histugrameigenschappen ’

F:Uiteinden boxplot uithreiden

4:4lle labels tonen

&:¥ samenvattingslijst toevoegen

7 —variahele verwijderen

Eﬁ% 8% —vartiabele toevoegen
9% samenvattingslijst toevoegen
Anv—wariahele wverwijderen
B Mumerieke 3 afdwingen
CMumerieke " afdwingen
[ Categarieén splitsen per variahele

E:Gesplitste wvariahele verwijderen

t F:Alles wissen

Het gaat echter sneller met een rechtermuisklik op “klik om variabel e toe te voegen”
(onderaan in het venster) en de keuze “ X -variabel e toevoegen met samenvattingdlijst”.

@ Bossen

‘ Klik om variabele

toe te v |

x|

| 1:%ariabele toevoegen

1.4

Instellingen

egen met samenwattingslijst




- Slahet bestand op onder de naam statistiek (menu bestand, opslaan als).

—

Open het menu paginasorteerder van de documentenwerkset.
Wijzig de standaardnaam “opgave 1" in “kwalitatieve variabelen” door rechts te klikken op de
naam opgave 1.

CAS Teacher Software

< statistiek - TI-Nspire™

Bestand Bewerken Eeeld Invoegen Exira

EERERBY Bewerken Beeld Inw
B Mg TN

oegen Exdra Ve Documenten

Inhoud

Inhoud Documenten

-document Girl+N

i =N v
= E‘\‘:) T =Y (¥
& Mieuw Publishview™-document  Clrl+ShifteN @ ﬁ E/ % @ ﬁ . ﬁ E‘ = % @
3 Document opanan Ctrl+0 Documentenwerkset o
X Documentenwerkset
Sluiten Gty 3% F e
[El Document opsiaan Ctrl+s = - B Ef [
+
"

& Knippen v [Kwalitatieve variabelen
@ Kopiéren
Converteren naar e
Exporteran = P Pagina
Afdrukken Ctrl+F '.. 5@ Opoave a
Instellingen U -?: MNaam wizigen “
Documenteigenschappen C Delete |1

32 verwijdaren
Copyright-informatie bekijken

Racente documenten ’ e e ——
Alt+F4

Afsluiten

= :--g_;- -
Y 3 it
[ 1

Een bestand kan verschillende opgaven bevatten, elke opgave kan verschillende pagina’ s

—

bevatten (selecteerbaar in de paginasorteerder ), elke pagina kan bestaan uit één tot 4

toepassingen (er zijn 7 verschillende toepassingen ter beschikking). Elke toepassing heeft een

eigen menu, ter beschikking onder | * lin de documentenwerkset.

Binnen één opgave heeft een variabel e dezelfde waarde op elke pagina. De variabele x in de
ene opgave heeft echter niets te maken met de variabele x in een andere opgave.

Voorbedd 3:

Belgié bestaat uit drie gewesten: het VIaamse gewest, het Brussels hoofdstedelijk gewest en
het Waalse gewest. Hier volgt een tabel van de wettelijke bevolking (op 1januari van het
vermelde jaar, bron NIS).

Gewest

2009

2010

’ 2005 ’ 2006 ’ 2007 ’ 2008

gemeenschap

Brussels Hoofdstedelijk Gewest| 1.006.749 1.018.804 1.031.215 1.048.491] 1.068.532 1.089.538
Vlaams Gewest 6.043.161] 6.078.600 6.117.440 6.161.600 6.208.877| 6.251.983
Waals Gewest 3.395.942 3.413.978 3.435.879 3.456.775 3.475.671 3.498.384
waarvan Duitstalige 725121 73119 73675 74169 74540 75222

—~>Maak een staafdiagram van de gewesten voor de jaren 2005 en 2010.



Werkwijze: men kan verschillende Y samenvattingslijsten toevoegen bij een gegeven

X-variabel e,

| Agewest Bj2005 €j2006

Dj2007 Ej2008

Fj2000 Gj2010 |

brussels 1006749 1018804
.vlaams 6043161 6078600
.waals 3395942 3413978

1031215 1048491

1068532 1089538

6117440 6161600 6208877 6251983
3435879 3456775 3475671 3498384

6000000
5000000+

4240000001
(=]

™
]
23000000

mj20

2000000+

1000000+ -
o+

brussels

vlaams
gewest

waals

3) kwantitatieve niet gegroepeerde data

Voorbedd 4:

Gegeven de volgende geboortegewichten van 16 meisjes en 14 jongens (in kg). Data uit een
Excelbestand kunnen met copy en paste rechtstreeks naar een TI-Nspire spreadsheet pagina

worden overgebracht, het decimaalteken moet hiertoein Excel eerst worden ingesteld op een

punt i.p.v. een komma.

Meiges Jongens
3.54 3.58
3.49 3.59
2.72 3.60
4.13 3.61
3.58 3.62
3.36 3.63
3.67 3.64
3.22 3.65
3.22 3.66
3.22 3.67
4.08 3.68
4.58 3.69
3.13 3.70
3.44 3.71
3.40

1.63

10



-> Begin aan een nieuwe opgave binnen hetzelfde bestand (documentenmenu invoegen
opgave), wijzig de naam “opgave 2" in “kwantitatieve variabelen”, voeg een lijsten &
spreadsheet paginatoe, noteer de datain kolommen A en B, geef die kolommen de naam
meiges en jongens. Splits de paginain drie zoals aangegeven (documentenmenu pagina-
indeling). Voeg twee keer een toepassing gegevensver werking en statistiek toein delege
vensterdelen, met deze toepassing worden statistische gegevens grafisch voorgesteld.

.Fmeisjes .jongens. ol =
I 3.54 3.58
2 349 359
.‘ 2,72 3.6 Klik hier om een toepassing toe te voe
4 213 361
B 358 362
- .‘ 3.36 3.63 dé‘\.Rekenmachme Toewvoegen
n - @ D = E T Q = = .‘ 3.67 3.64 ‘ﬂzGraﬂeken toevoegen
= .‘ 3.22 3.65 ﬁa'Meetkunde Toevaegen
Fmeisje m ongens ._ .‘ 3.22 3.66 ] 4:Lijsten & Spreadsheet Toevoegen
B .‘ 3.22 3.67 &:Motities Toevoegen
3.1 E 3.58 .‘ 4.08 3.68 A 7rvemier DataQuest toevoegen
B 12 458 360 . :
| 3.4@ 3.59 Klik hier om een toepassing toe te voe|
= | L ERE 3.7
| 2 i 3.6 4 344 371
4 3.61 Y
. 3.8 3.62 18 1.3 =

-> Klik onderaan om de variabele meiges toe te voegen, doe dit voor beide vensters rechts.
Standaard verschijnt een dot plot van de gegevens, wijzig het bovenste venster in een boxpl ot
(rechtermuisklik in dat venster).

1= 5. o
E Bijschrift: jongens
8 @
= 3.
0] ® 5'7. . @3.61
© o @3.64 @3.68
g @765 )
= @:3.593.69
@ POy
: o
= - B [ A meisjes Bjongens & o H 3
3. .
S @367 g3 @3
g ®3.58 3.58
3.59
_ Klik om variabele toe te voegen 1Jungens ~ L] o
> i N - 3.61
® Bijschrift: jongens .
Q 3.63
Q T T T T
; @®3.61 @:.71 3.64 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0 3.4 3.8 42 46
E 3.85 meisjes
] ) — 3.66
2 0396 0 @: .6 20
g 0378364 v
£ @3.66 T
2 ' 3.59 3.7
= @3.62 @@ e :
= 2 @3.65 ®35¢ 3.71 .!:.
Klik om variabele toe te voegen y . oo ¢ ,.“ %, .
a4k |TITI 1.4 1.8 2.2 2.6 "?é%je?é.tt 3.8 4.2 48

- Typ tussen aanhalingstekens “meiges’ in cel C3 van de spreadsheet , “gemiddelde” in cel
C4 en “mediaan” in C5.

11



Typ =mean(meiges) in cel D4 gevolgd door enter; het gemiddelde verschijnt.
Typ =median(meiges) in cel D5 gevolgd door enter ; de mediaan verschijnt.

.Fmeisjes .jongens c D =

I‘ 3.54  3.58 -

B 349 359

.| 272 3.6 meisjes ® ®
M 413 3.61gemiddelde  3.40063
Bl 358  3.62mediean 3.42
B 33 363
B e e [| 14 158 22 256 30 34 38 42 46
.| 3.22 3.65 _ melis|es
B 332 366
0 32 367
M 408 368
B 458 3.9
B 313 37
M 344 371
15 3.4 _ °
.| 163 L3 1) @
J 0 WG o o
T[] 14 18 22 26 39 34 38 42 46

—>KIlik in het boxplotvenster, kies het toepassingsmenu analyseren, waardein een grafiek
weer geven, vul v1:= mean(meiges) in. Een verticale lijn ter hoogte van het gemiddelde
verschijnt. Vervolgens kan men een uitschieter vastpakken en verplaatsen (linkermuistoets
blijven indrukken op de uitschieter). Merk op hoe de data mee wijzigen, samen met het
gemiddelde. Bestudeer de invloed van uitschieters op het gemiddelde.

Documentenwerkset

w §F = g .Fmeisjes .jongens e
werking & Statisti X I I
4 3.54 3.58
Elzptot—wpe ,
B 32 330
|j% 2:Ploteigenschappen 3
B o» 3.6|n
Ak v .. ..
R FiActies - -
|% 4:4nalysersn »
m§'vensterfznnm Y2 werplaatshare lijn toevoegen
%6 Regressie 3
a&l"? Residuen +
AS
r_\J A Grafiekspoor

12



DE-FE&-

.meisjes .jongens c B = \
vl = mean\meisjes)

=T Bloe =13.49172

348 359 5 .

272 3.6 meisjes

413 3.61 gemiddelde 3.49172

3.58 3.62 mediaan 3.42

33 363 '

367 3.64 i 1‘.4 1?8 2‘.2 2?6 310‘3?4 3I.8 4?2 4‘.6

3.22 3.65 melsjes

322 366 '

3.22 3.67

4.08 3.68

4.58 3.69

3.13 3.7

3.44 3.7

3.4 °®

3.0875 v . e .;'.'. .o‘ °
zl Tmul 1.4 18 22 26 r%é?siegﬁl 38 42 486

Tip: men kan de oorspronkelijke data terug verkrijgen met het documentenmenu “ ongedaan
maken” .

. III!!I. Documenten I
- -

Wijziging van data kunnen (gelukkig) ook verboden worden door de variabele eerst te
vergrendelen, open hiertoe een rekenmachine paginaen typ het bevel lock(meig es) gevolgd
door enter. Het terug vrijgeven van de data gebeurt met het bevel unlock(meisjes).

- Herstel de oorspronkelijke data met het menu “ongedaan maken”. Wis de verticalelijn
voor het gemiddelde (selecteer delijn en druk delete). Kies, met een rechtermuisklik op de
naam meigjes van de horizontale as, voor X-variabele toevoegen, klik vervolgens op de
variabele jongens. Doe dit zowel voor de boxplots als voor de puntenplots. Pas de kleuren
aan. Vergelijk de data meiges versus jongens voor deze steekproeven.

.meisjes .jongehs c B N
()
g [ ] o
3.54  3.58 2 .
3.49 3.59
2.72 3.6 meisjes @
413 361 gemiddelde | 3.40063 =L “
3.58 3.62 mediaan 3.42 £
3.36 3.63 T T T T T T T T T
367 364 1.4 18 22 26 30 3.4 38 42 46
3.22 3.65 @ meisies@jongens
3.22 3.66
3
322 367 %
4.08 3.68 g Jl
4.58 3.69 L ® e o
3.13 37 @
3.44 3.71 =)
3.4 £
1.63 T T T T T T T T T
U 1.4 18 22 26 30 3.4 38 42 46
v
c11 L @ meisies ®jongens
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- Bepaal nu de statistieken van de data.
Gain de spreadsheet naar kolom E en selecteer (klik) daar een cel, kies vervolgens het menu
statistieken, statistiekberekeningen, statistieken voor één variabele, 2 lijsten.

Documenten

Documentenwerkset

- : -

Lijsten & Spreadsheet

&1 1:Acties >
o 2:Invaegen 4
13,2 3:Gegevens 3

1:Statistiekherekeningen ¥ | 1:Statistieken voor &én variabele

‘ i 4. Statistieken >

E S:Functietabal » | 2iErdelingen " | 2:Statistieken voor twee variabelen

3:Betrouwhaarheidsintersallen * | 3 ineaire regressie (mx+b)

4:Statistiektostsen * | 4:Lineaire regressie {a+hx)..

| S:Mediaan—mediaan lijn..
& kwadratische reqressie. .

Statistieken voor een variabele

N -
Statistieken voor... K1-ljst: 'meisjes |

x2-ljst |

Aantal ljsten: 2 :| |
Kolom 1ste resultaat [f[] |

I Ok l Annuleer I

Gl Annuleer

—F B Gl _ T3 .

I [=OneVar('l=OneVar('. :%_J' ® + ®
Titel Statistiek... Statistiek... E

12 3.40063  3.645 .

8 =x 54.41  51.03 § I

4 e 191317 186.027 5

15 sx = 5. 0.647523 0.041833 T

18] o = onx.. 0.626962 0.040311 1.41.82.22.63.0 3.43.8 4.2 4.6

.n 16. 14. @meisjes@jongens

18 MinX 163 3.58 0
8l x 322 3.61 i
! - S5
10 MedianX..  3.42  3.645 o ° o o
11 Q:x 3625  3.68
12 Maxx 458  3.71

jongens

.SSX:= Z.. 6.28929 0.02275

T T T L
B 1.41.82.22.63.03.43.84.246

T 1

G|-0neVar['meisjes, 1]: CopyVar Stat., Stat1. [ » @meisies@jongens

- Wijzig opnieuw de data (door verslepen) en observeer de wijziging van de statistieken.

- Open een rekenmachine toepassing, typ statl. en selecteer vervolgens een statistiek uit de
lijst die dan verschijnt, gevolgd door enter. Analoog met stat2. voor de statistieken van de
tweede lijst, statl.results levert een matrix met een overzicht van de statistieken van de
meiges. TI-Nspire slaat automatisch alle statistische berekeningen op in statl, stat2, stat3, ....
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@Invoegen = 6}3 &l - E M & T

%EI Opyave
"ﬁ Pagina

ﬂ Grafieken
|§ Meetkunde
- Lijsten & Spreadsheet

Muotities

u Gegevensverwerking & Statistiek

il Wernier DataQuest

Cirl+l

Yiwesen - @) s - E -

3

stat1™: maxx

A vraag Pl
Mz minx
Pz n
m Programma-editor 3 Gli q'X
() sensarpanesl Cirl+D Mg gsx ™
stat 1.MedianX 342 9
star2. MedianX 3.645
stat 1.results "Titel" "Statisticken voor één variabele"”
"x' 3.40063
"Ex" 54.41
"Ex2" 191.317
"s¥ 1= snax" 0.647523
"ax = anx” 0.626962
"n" 16.
"MinX" 1.63
"ChX" 3.22
"MedianX" 3.42
QX" 3.625
"MaxX" 4.58
| "SSX = Z(x-X)P" 6.28929 e

Stati stische berekeningen kan men overigens ook in een rekenmachine toepassing uitvoeren
viahet menu statistieken.

Voorbedd 5:

In dit voorbeeld worden kwantitatieve niet gegroepeerde data opgesplitst per categorie.
De populatie is het eerste jaar professionel e bachel or aan de KHBO Campus Oostende

academigjaar 2008-2009 (137 studenten ). Hier volgt een overzicht van de resultaten van een
test wiskunde tijdens het eerste semester (score op 10), samen met de richting die de student

heeft gevolgd in het secundair onderwijs. De resultaten komen in de lijsten test en richting:

D Altest

.richting

3[chemie TSO
5 Wet-wisk. ASO
5.5Wet-wisk. ASO
5 Wet-wisk. ASO
6 Latijn—-wisk. ASO
7 Latijn-wet. ASO
2 Techn. wet. TSO
2 Chemie TSO
7 Wet-sport ASO
4 Wet-wisk. ASO
4.5 Humane wet. ASO
4.5Techn. wet. TSO
7 Talen-wet. ASO
4.5Wet-wisk. ASO
[="Chemie TSO"

15



V 0eg een nieuwe pagina gegevensverwerking en statistiek toe.

Zet de variabele test uit op de X-as en de variabele richting op de Y -as. Dit levert de
puntenplots van de testresultaten opgesplitst per richting, voeg er de lijn ter hoogte van score
5 aan toe (menu analyseren >waardein een grafiek weergeven , dan nog de naam van de
waarde wijzigen in score).

Chemie TSO o o o | score =5
Wet-wisk. ASO e oodoo o000 oo
Latijn—wisk. ASO o ee o o
Latijn—wet. ASO ) o
Techn. wet. TSO o o oo$ ooooo
Wet-sport ASO | °
Humane wet. ASO o
Talen—-wet. ASO o X oo
Biotechn. wet. TSO ° oo
IW TSO e eoooe
Buitenland o
El.inst.techn.TSO e e e e
Elektri—elektro TSO o ©
Elektr.mech. TSO e ooo
Vliegtuigtechn. TSO °
Mech.vormg. TSO
Econ-talen ASO
Koel-warm. TSO

ing

richt

@O0 e

)
@ 0 o
Q

o
—
N
w e
o
o -
~ -
Q0
O -
—
o

—

L]
L
—
D
[V g R ST TS

De puntenplots geven een duidelijk beeld van de individuel e resultaten en de richtingen die
laag of hoog scoren.

- Wijzig de puntenplots in boxplots, er zijn 6 richtingen met een mediaan hoger dan 5
en 12 richtingen met een mediaan kleiner dan 5 :

Chemie TSO —— |
Wet-wisk. ASO — —
Latijn—wisk. ASO — S
Latijin—-wet. ASO — P
Techn. wet. TSO E— S B
Wet-sport ASO | |
Humane wet. ASO |
2  Talen—wet. ASO — =
= Biotechn. wet. TSO (-
© IWTSO | ——
= ~ Buitenland RN
El.inst.techn. TSO ———————
Elektri—elektro TSO —— 1]
Elektr.mech. TSO —
Vliegtuigtechn. TSO I score ‘=5
Mech.vormg. TSO L
Econ-talen ASO | |
Koel-warm. TSO N ! : ! I
01 2 3 456 7 8 910
test
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—>Verwijder de variabele test op de X-as (rechterklik op test en X-variabele verwijderen),
wijzig het puntendiagram in een staafdiagram, sorteer dit volgens waardevolgorde en toon alle
labels om een overzicht te hebben van de studentenaantallen per richting (telkens met een

rechterklik in het venster).

[ ———
Elektri—elektro TSO 27 (19.7%))
Elektr.mech. TSOEN22 (16.1%)

Techn. wet. TSO 118 (13.1%)
Wet-wisk. ASO I 17 (12.4%)
El.inst.techn. TSO NI 12 (8.8%)
W TSSO (6.6%)
Talen—-wet. ASO N8 (5.8%)
“Latijn—wisk. ASO EEEEIS (3.6%)
Biotechn. wet. TSO 4 (2.9%)
Chemie TSONEM 4 (2.9%)
_ Buitenland EE2 (1.5%)
Latijn—wet. ASOL2 (1.5%)
Mech.vormg. TSOBM2 (1.5%)
Econ-talen ASOH1 (0.7%)
Humane wet. ASOM1 (0.7%)
Koel-warm. TSOHB1 (0.7%)
\/lieg\t/bji%techn. TSOHE1 (0.7%)
et-sportAsof1©o7%)
0 4 8 12 16 20 24 28
Frequentie

ing

richt

—> Open een nieuwe pagina en splits ze horizontaal in een toepassing gegevensverwerking en
statistiek en een toepassing rekenmachine. Vat alle testresultaten samen met een boxplot en de

statistieken van de data.

T T T T T T T T T T
0 1 2 3 7 8 9 10
test
OneVar fest,1: stat.results "Titel" " Statistieken voor één variabele" =
"x" 4.66058
"Zx" 638.5
"Ex" 3640.25
"SX 1= snax" 2.21038
"oX ;= onx" 2.2023
"n'" 137.
"MinX" 0.
"Q X" 3.
"MedianX" 4.5
"QsX" 6.
"MaxX" 9.5
| "SSX = T(x—x)2" 664.467
]
11
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Voorbedd 6:

Tijdens de zomervakantie worden de stranden aan de Belgische kust bewaakt door redders
aan zee. Heel wat studenten voelen zich aangetrokken tot deze avontuurlijke vakantiejob.
De opleiding tot redder aan zee is echter niet te onderschatten; naast een uitgebreide
theoretische cursus moet men ook slagen in een aantal zware zwemproeven.

De opleiding wordt jaarlijks georganiseerd. Eerst moeten de studenten het theoretisch examen
afleggen. De cursus bestaat uit zeven hoofdstukken en deze worden apart gequoteerd, elk op
100 punten. Om te slagen voor het theoretisch deel moet men minstens 50% behalen voor elk
van de zeven hoofdstukken. Enkel de studenten die geslaagd zijn voor theorie mogen nadien
deelnemen aan het praktisch examen (zwemproeven, knopenleer, eerste hulp bij ongevallen).
De resultaten van het theoretisch examen verschijnen jaarlijks op een website [4].

Er waren 367 deelnemers voor de opleiding in 2010-2011, elke deelnemer krijgt een nummer
toegewezen tussen 1 en 367, de resultaten vindt men volgens oplopend nummer in het bestand
“statistiek.tns’.

- Open een rekenmachine pagina en vergrendel de data met het commando

lock h1,h2,h3,h4,h5h6,h7
—> Open een nieuwe pagina met twee toepassingen gegevensverwerking en statistiek.
Maak een puntenplot en een boxplot van de resultaten voor hoofdstuk 4 (variabele h4), de
data zijn links scheef verdeeld.

o
o
)
w
&
IS
S
w

=<

=
=)
=1
J
S
o
©
=1
=
=
S

- Wijzig de boxplot in een histogram, vergroot het histogramvenster (horizontale
venstergrens verslepen) en experimenteer met de klassenbreedte (beweeg de cursor naar een
opstaande rechthoekszijde tot een dubbele pijl verschijnt, druk vervolgens de linkermuistoets
in en versleep die zijde). De klassenbreedte kan ook manueel worden ingesteld
(rechtermuisklik in het histogramvenster) met Klasse-instellingen. Beweeg de cursor over het
histogram om de frequenties af te lezen. Het histogram voor de relatieve frequenties vindt
men met een rechtsklik op het histogramvenster en de keuze schaal, per centage.

18



Bij selectie van een klasse worden de corresponderende data getoond in de puntenplot. De
selectie wordt ongedaan gemaakt door een klik buiten het histogram.

100+

804

604

Frequentie

40

20+

100

o
o
=)
w
&
A
o
w
O
@
=}
~J
S
o

o
=}

- De klassenfrequenties kunnen worden berekend in een rekenmachine toepassing met het

commando countif . Het symbool < vindt men met het menu hulpprogramma’s "~ lvande
documtenwerkset onder symbolen.
Een lijst van frequenties horende bij de klassen [0,10[ , [10,20[ , [20,30[ , ...... [100,110[

wordt verkregen met seq ( countif (h4, 10k < ? <10(k+1)) ,k ,0, 10)

Delijst wordt ook rechtstreeks in een kolom van een spreadsheet toepassing gegenereerd door
=seq (countif (h4,5k < ? <5(k+1)) ,k,1,10)

tetypenin de grijze cel onder de naam van de kolom (d.i. de formulecel voor de hele kolom).

Lock h1,h2.h3 h4,h5h6,h7 Gereed 0
countIfi 14,20<><30) 11
seql countIf{h4,10-k<><10-{k+1)) k,0,10} {27,11,14,27,58,70,100,67,11,0}

- Vergdijk ale hoofdstukken in één venster via hun boxplots en bespreek het verschil.

T T T T T T T
10 20 30 40 50 &0 0 BO S0 100

@h1 @h2 Ohs @hd @hS @hi @h7

19



—> Bepaa de statistieken van de drie eerste hoofdstukken, leg het verband met hun boxplots.

OneVar 3,h1,h2,h3: stat.results
[ "Titel" "' Statistieken voor één variabele” -
"X" 59.9019 81.0158 57.8352
"Zx" 21984, 28681. 21227,
"z 1.43359€E6 2.36305e6 1.38082E6
"s¥ 1= Snax" 17.8566 10.5536 20.4505
"OX ;= Onx" 17.8323 10.5387 20.4226
"n" 367. 354, 367.
"WInXE" 12, 33. 0.
" 50. 74. 43,
"MedianX" 60. 82. 62,
"Q:X" 73. 89. 74,
"MaxX" 100. 100. 99,
|"S8X = Z(x-X)*" 116702. 39316.9 153070. |

De hoofdstukken h2 en h7 bevatten lege cellen, voor de studenten die niet hebben

deelgenomen aan het examen van die hoofdstukken.

Lege plaatsen in een lijst (of een kolomcel van een spreadsheet) worden ingevoerd met een

onderstrepingsteken _ (zonder aanhalingstekens) of met het woord void

dim(72) 367
mean|/2) 28681
354
sumth} 28681
367 367
isVoid|h2]

{ false, false false,false false false false false false false false false false false, fals®

couutldisVoidJ:hZJ,?=false:|

354

c01mtlﬂisVoidi112J,?:true)

13

h2

{90,97,78,83,90,85,85,92,68,90,86,63,93,78,97,95,88,79,89,93,95,79,66,89,74, 7

4) Kwantitatieve gegroepeerde data

Voorbedd 7:

Hier volgen de frequenties voor hoofdstuk 4 van de redders voor de klassen

[0,20[ , [10,20[ , [20,30] , [30,40[ , [40,50[, [50,60[, [60,70[, [70,80[ , [80,90[, [90,100] :

2, (¢ , 1 , 14, 27, 58, 70 , 100 , 67 , 11

- Maak een histogram uitgaande van deze frequentietabel, bepaal tevens derelatieve en
de cumulatieve relatieve frequenties. Teken een cumulatieve relatieve frequentiepol ygoon.
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klassengrens klasse freq relfreq cumrelfreq

=seq(10*k.k,0,10) =round(freg/(sum(freq)).3)

0 5 2 0.005 0
10 15 7 0.019 0.005
20 25 11 0.03 0.024
30 35 14 0.038 0.054
40 45 27 0.074 0.092
50 55 58 0.158 0.166
60 65 70 019 0.324
70 75 100 0.272 0.515
80 85 67 0.183 0.787
90 a5 11 0.03 0.97

100 1.

De tweede kolom van de spreadsheet bevat delijst “klasse” der klassenmiddens.
Om deze lijst te maken kan men als volgt te werk gaan: klik op cel B1 entyp

= (al+a2)/2
gevolgd door enter (zoalsin Excel start een formule met een gelijkheidsteken).
Klik vervolgens op cel B1 en beweeg de cursor naar de rechterbenedenhoek tot er een
plusteken verschijnt, hou dan de linkermuistoets ingedrukt en beweeg de cursor naar beneden
om de formule uit te breiden.

In kolom E komen de cumulatieve relatieve frequenties: typ eerst 0 in cel EL, in cel E2 komt
deformule = el+ d1, breid die formule vervolgens uit naar beneden.

90
3 60
304
0 —— .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 S0 100
klasse
0.94
(=3
@
= 0.69
[
E
3
“ 0.3
0.0 .
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 70 80 90 100

40 50
klassengrens

Om de polygoon te tekenen: zet horizontaal de variabele klassengrens en verticaal de
variabele cumrelfreq uit, verbind vervolgens de punten (keuze via rechtermuisklik).
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5) Spreidingsdiagrammen en regressie

Voorbedd 8:

Hier volgt een tabel van het percentage van de huishoudens in Belgié met toegang tot het

internet thuis (bron NIS)

jaar

2005

2006

2007

2008

2009

percentage

50

54

60

64

67

- Maak een spreidingsdiagram van deze data.

Open een lijsten & spreadsheet paginaen voer eerst de gegevensin (tijdstip O stemt overeen

met jaar 2005).

Al

.percentage |

50
54
60
64

AW N =2 O

67

Zet detijd uit op de horizontale as en het percentage op de verticale asin een
gegevensverwerking en statistiek pagina.

Voeg via het menu analyser en een verplaatsbarelijn toe

Documentenwerkset

El=: # = =

Gegevensverwerking & Statistiek

=2 1:Pot-type

|5 2:Ploteigenschappen

% 3rActies

|l v | v v ¥ |n

% 4:Analyseren

Lafl, 3ViENSterZoom

EE f 4:Functiegrafiek

E%.;S'Regresswe
KT'Reswduen

E B:Waarde in een grafiek weergeven

=
r.\J A Grafiekspoor

U

@
@
T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
i

Kies vervolgens het menu analyser en—>residuen->residukwadr aten weer geven
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66

[+2]
[ %]
1

percentage
v
%

m1lx] ;= 4,381 +50.8

Som van kwadraten = 4.1917

54+

50

tiid

Verplaats de lijn (rotatie door aanwijzen van de lijn op een uiteinde en linkermuistoets blijven
induwen, translatie door aanwijzen van de lijn halverwege). Ga zo experimenteel op zoek naar
de rechte met de kleinste som van de residukwadraten (d.i. kleinste kwadraten rechte).

Vergelijk tenslotte uw “beste rechte” met de kleinste kwadraten rechte via het menu
analyseren—>regressie>lin.regressie weergeven (mx+b) envervolgens
analyseren—>residuen->residukwadraten weer geven

8

66

62

y =4.4-x+50.2
Som van kwadraten = 2.4

percentage

54+

50

Keer terug naar de gegevensverwerking en statistiek pagina (met de paginasorteerder of
indrukken van de toetsen Ctrl en €< ).

Klik in een cel van kolom C en kies het menu
statistieken—>statistiekberekeningen—>lineaireregressie (mx+b)

23



Ftijd .percentage o] D [5 E

0
1
2
3
4 . |
RegWgl opslaan naar [f1 <
Frequentielijst |1 -

Categorielijst: | -
Categorieén opnemen: | -
<“ Kolom 1ste resultaat |d[]

De determinati ecoéfficiént r’=98,8% is prima. De regressievergelijking wordt bewaard in de
functie f1, voorspel het percentage in 2010 met de formule =f1(5) in cel C9.

.tijd ipercenlage ] D E =
=LinRegMx('tijd,'percentage,
0 S50 Titel Lineaire regressie (mx+b)
1 54 RegEgn m*<+b
2 60 m 4.4
3 64 b 50.2
4 &7 rt 0.987755
r 0.993859
Resid {-0.2,-0.6,1.,0.6,70.8}
c9 |=f15) |

Voorbedd 9:

Een grafiek van een tijdreeks is een spreidingsdiagram met de meetwaarden van een
kwantitatieve variabele op de verticale asin functie van de tijd op de horizontale as, waarbij
de opeenvol gende punten worden verbonden door lijnstukken. Op die wijze kan men de trend
of de evolutie van een variabele in de tijd bestuderen.

Onderstaande tabellen geven de evolutie van het totaal aantal huwelijken en echtscheidingen
in Belgié voor dejaren 1995 tot 2009.

Aantal huwelijken per gemeente, 1995 - 2009

Refnis‘ADer-lLB‘TPA'I'EVEF_ENHEDF_N '1995| '1996‘ '199?‘ 1m‘ '1999‘ 21]4]4]‘ ZDDI‘ 2ﬂ'D2| ECH]S‘ 2{]04‘ 2{]{]5‘ 2005‘ 2{]{]7‘ 2{]03‘ 2009

Totaal 51402 50552 47.759 44393 44171 45123 42110 40434 41777 43206 43141 44813 45561 45.613 43303
Bron (wverplichte vermelding): Algemene‘ Directie Statiztiek en Economizche Informatie - Thematizche Directie Samenieving.

Aantal echtscheidingen per gemeente, 1995 - 2009

Refnis | ADMINISTRATIEVE EENHEDEN 1995| 1g996] 1997| 1998 1999| 2000 =2001| =2002] =2003] 2004 2005] =2006] =2007| =z008] 2009

Totaal 34.983 28.402 26.748 26.503 26.423 27.002 29.314 30.628 31.355 31.405 30.540 29.189 30.081 35.366 32.606

Bron (wverplichte vermelding): Alg &m5n4 Directie Statistiek en Ecenomizche Infermatis - Thematizche Directie Samenleving.

- Stel detijdreeksen grafisch voor en zet ook het verschil van de data uit.
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I.jaar B huwelijken c echtscheidingen Blyerschil B B i
='huwelijken-'echtscheidingen
1995 51402 34983 16419
I 1996 50552 28402 22150
I 1997 47759 26748 21011
I 1998 44393 26503 17890
I 1999 44171 26423 17748 =
m verschil:='huwelijken—"echtscheidingen d|»
250000 W
[]
2
3
940000+
uy
n
£30000- W
g ® huwelijken
=20000- O echtscheldmgen
g A verschil
9
A1 0000

T T T T T T T T T
1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 201(¢
Jaar |

Na het invoeren van de naam ver schil voor kolom D verschijnt automatisch ver schil:=
door te klikken op de grijze formulecel onder de naam.
Vul de formule verder aan met

ver schil:= huwelijken — echtscheidingen

Tip: de namen van de variabelen kan men opvragen in een lijst viade toets Y onder het
documentenmenu, hiermee kan men de namen snel invoegen in een formule.

Documenten

hlﬂ - @ I-EI = Flnvoegen - @ - i - -

S—
HoEumEn R keR) . Opent het menu Yariabelen
Pl & B e g I Jga‘ =rAUWelKi

Pt
{ var |
e

Deel 2: simuleren met TI-Nspire

1) Lukrake getallen genereren

Open een rekenmachine pagina. Onder het menu kansen, willekeurig, vindt men de
commando’s om lukrake getallen te genereren.

Typ eerst het commando randseed gevolgd door een spatie en een natuurlijk getal, om een
nieuwe reeks van lukrake getallen te beginnen.

Voorbeelden om lukrake getallen te genereren (cfr. T1-84 Plus commando’s):

- rand() : een lukraak "reéel" getal tussen O en 1
zogeeft 3+5-rand() eenlukraak getal uit het interval [3, 8]

- rand(10) : eenlijst van 10 getallen tussen O en 1.

- randint(1,6) : een natuurlijk getal tussen 1 en 6 (een dobbel steen werpen).
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- randint(1,6,20) : een lijst van 20 natuurlijke getallen tussen 1 en 6.

- randbin(10,0.5) : het aantal keer kop (succes) bij 10 keer werpen van een correct
muntstuk (met kans op succes 0.5 )

- randbin(10, 0.5, 20) : een lijst van 20 resultaten van dergelijke binomiaalexperimenten.

- randnorm(175, 10) : een lukraak getal uit een normale verdeling met gemiddelde 175 en
standaardafwijking 10.

- randnorm(175, 10, 50) : een steekproef (lijst) van 50 getallen uit een normale verdeling
met gemiddelde 175 en standaardafwijking 10.

RandSeed 834 Gereed |
randInt{1,6,10) {556,35555.1,5}
randInt(1,6.10) {23134266.13}
randBin{10,0.5,20) {3,7,6.4,6,3598444,666,394,7,5}
3+5-rand(4) {6.78668,3.18189,3.97924,5.4059 }

2) Steekproeven met en zonder terugleggen

Een steekproef wordt met het commando randsamp getrokken uit een lijst van numerieke of
categorische data. De syntax is:

zonder terugleggen: randsamp(lijstnaam, steekproefgrootte, 1)
met terugleggen: randsamp(lijstnaam, steekproefgrootte)
|
Een lukrake steekproef trekken zonder terugleggen:
randsamp(lijstnaam, steekproefgrootte , 1)
VVoorbeeld: een lottotrekking

lotto:=seqlk k1,42

randSampllotto,6,1) » {41,14,36,26,17,31}

Een lukrake steekproef met terugleggen:
randsamp(lijstnaam, steekproefgrootte)
Voorbeeld: 10 keer het roulette—rad draaien

roulette:=seq|:k,}g0,36:l
»{0,1,2,3,45,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36 |

randSamplroulette, 10] » {35,15,10,22,20,11,27,10,24,16}

Voor de spelregels van roulette en de bijhorende winstkansen zie [5].

Het bovenstaande scherm werd gemaakt in een toepassing notities.
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De toepassing notitiesis zeer nuttig:

e Men kan tekst met wiskundige uitdrukkingen (zoals in een rekenmachinetoepassing)
combineren. Een wiskundige uitdrukking wordt geschreven in een math box of
wiskunde-vak , dit kan men activeren door de toetsen Ctrl en M gelijktijdigin te
drukken. Men kan de uitwerking van een uitdrukking verbergen: rechterklik op het
wiskunde-vak, kies kenmerken wiskunde-vak.

e Detoepassing notities is ook dynamisch (in tegenstelling tot de statische
rekenmachine toepassing): wijziging van een definitie veroorzaakt een onmiddellijke
herberekening van alle uitdrukkingen in de notitiepagina.

e Eensimulatie (een uitdrukking waarin rand... optreedt) wordt automatisch opnieuw
uitgevoerd door op de definitie van de uitdrukking te klikken en op enter te duwen
(of gelijktijdig Ctrl enter voor snelle opeenvol gende herhalingen).

De toepassing notities is dus een (elementaire) tekstverwerker samen met een dynamische
rekenmachine toepassing en een omgeving waarin simulaties snel kunnen worden herhaald.

Tip: a's menin een spreadsheet toepassing een kolom (dit is één lijst) definieert met een
simulatie-commando, dan wordt die simulatie ook daar vernieuwd door in de spreadshest te
klikken en de toetsen Ctrl samen met R in te drukken.

Aldobbelen '
+ =randint(1,6,10)
1 5
2 5
3 5]
4 3
5 3
6 4
7 3
8 5
9 2
10 1

3) Twee dobbelstenen werpen

De pagina wordt opgesplitst in drie togpassingen: lijsten en spreadsheet, notities,
gegevensverwerking en statistiek. De steekproefgrootte n en de simulatie ogen worden
gedefinieerd bij de notities. De spreadsheet en het staafdiagram wijzigen dynamisch mee bij
vernieuwing van de simulatie en bij keuze van een andere waarde voor n.

Onderzoek de invloed van de steekproefgrootte op de steekproefvariabiliteit en de
“convergentie” naar het kansmodel voor twee dobbel stenen.
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Aogen Blresultaat [Sfreq [Plrelfreq/Blkans || Simulatie van n keer werpen met twee a
. dobbelstenen
1 7 2 1 0.01 0.0278|M| Stel n:=100
2 8 3 4 0.04| 0.0556|M| De som wan het aantal ogen kamt in de lijst
3 7 4 7 0.07 0.0833 oger‘l::randlnt(l,Qn)+rand1nt(l,6,n)
4 7 5 8 0.08] 011118 pe frequentielijst van het aantal ogen is
> 3 6 16 0.16 0.1389 freq:=seq(count1f(ogenJ?=k),.fq2,12)
6 6 7 23 0.23| 0.1667 fre
7 3 8 13 0.13]  0.1380|M De relatieve frequentielijst is relfreq:=approx( q)J
n
8 12 9 12 0.12 01111
vergelijk deze met de kanswverdeling (lijst kans).
9 g 10 7 0.07| 0.0833 . ) ) , .
= = o5 7 SN Nieuwe simulatie: klik op de definitie van ogen en
: . druk enter. Hoe groter n, hoe kleiner de wariabiliteit.
11 5 12 2 0.02| 0©.0278
12 4 L 24%
13 10 o
14 6 516%
<

15 8 g
16 6 8%
— g | | |

5 0% T ! T T T T T T T T T \I T
E5 |=round|— 4 12 3 4 5 6 7 8 910111213

Zia (<> ogen

Het is sapristi jammer dat de geschreven tekst in dit cahier statischiis ...

4) Kansverdeling van het steekproefgemiddelde

Hier volgt het principe om een benadering te vinden voor het kansmodel van het
steekproefgemiddel de.

simuleer een groot aantal steekproeftrekkingen uit een populatie met een discrete of
continue kansverdeling.

noteer bij elke steekproef telkens het steekproefgemiddelde in een groeiende lijst, via
automati sche gegevensvastlegging in een spreadsheet toepassing.

een puntenplot van delijst laat zien of het kansmodel voor het steekproefgemiddelde
discreet of continu zal zijn.

observeer grafisch de convergentie van de procentuele verdeling van het staafdiagram
voor een discreet model of de convergentie van het histogram op dichtheidsschaal
(met voldoend kleine klassenbreedte) voor een continu model naar een stabiele
situatie.

de “evenwichtssituatie” toont een benadering van de kansverdeling van het
steekproefgemiddel de.

Hierbij is het didactisch aangewezen om een steekproef te trekken uit een concrete gegeven
populatie van getallen, zoals de resultaten van hoofdstuk 4 voor de redders, een populatie van
367 data met een links scheve verdeling (zie pagina 18).

Dit isimmers voor de student concreter dan een trekking uit een denkbeeldige populatie,
waarbij de data gegenereerd worden door een proces dat aangestuurd wordt door het
kansmodel van de populatie (bijvoorbeeld de uniforme kansverdeling bij het werpen van één
dobbel steen).
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Voer de gegevensin zoa's hieronder staat aangegeven in de notitietoepassing.
Somsis het nodig om een commando, bijvoorbeeld mean(h4), uit te voeren met Ctrl enter
I.p.v. met enter aleen; hierdoor verschijnt het resultaat decimaal i.p.v. exact in breukvorm.

Het gemiddelde van elke steekproef wordt automatisch toegevoegd aan de lijst gemiddel den,
die gedefinieerd wordt in een spreadsheet toepassing: klik hiertoe op de formulecel en gebruik
het menu gegevens-> gegevensvastlegging->automatisch , wijzig tenslotte captur e(var,1) in
capture(steekproefgemid,l).

Steekproefsimul aties worden verkregen door te klikken op het commando
steekproef:=randsamp(h4,n) (de rode math box verschijnt) en door telkens op enter te
drukken. De steekproefgemiddelden variéren van steekproef tot steekproef (eenillustratie
van de steekproefvariabiliteit). Snelle herhaaldelijke steekproefsimulaties verkrijgt men door
te klikken op het commando steek proef: =randsamp(h4,n) en vervol gens de toetsen Ctr|
enter samen te blijven indrukken. Observeer hoe het dichthei dshistogram evolueert naar een
“stabiele” toestand.

Trek een EAS uit h4 met grootte n:=4 3
steekproef.—randSamplh4,n) » {57 58.,77,74. }
steekproefgemid::mean(steekproefj » 66.5
Aantal reeds berekende steekproefgemiddelden: dim(gemiddelden) » 1922
Vergelijk het populatiegemiddelde met het gemiddelde van de steekproefgemiddelden:
mean(hd] » 65.0027  mean(gemiddelden) » 64.9214
Vergelijk de populatiestandaardafwijking met de steekproefstandaardafwijking van de gemiddelden:
stDevPoplhd4] » 18.095 stDevSamp(gemiddelden) » 9.09767 stDevkop(hd] | 9.04752
I
i
I.gemiddelden E2
I=capture('steekproefgemid,1 ) [ 0.084
58.

2 7025 0 2 o 05
3 51.75 |2
4 73.25 || & 0.04-
5 51.5
6 75.75 0.024
7 52.5

anc & 0-00-
rAF |=58. |‘i | "'l 30 35 40 45 50 ggmiggeldgr? 70 75 80 85 90

Bij steekproefgrootte 4 is de kansverdeling van X minder scheef dan die van de popul atie.
Simulatie van 1922 steekproefgemiddelden. Hun gemiddelde 64,92 is nagenoeg gelijk aan het
popul atiegemiddelde 65,00. De spreiding is nagenoeg gehal veerd!
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Trek een EAS uit h4 met grootte n:=16
steekproef.=randSamplh4,n) » {45.88.62.,83.,74.,54,,87.,80.,50.,74.,55.,58.,79.,62.,

steekproefgemid:=mean(steekproef) » £8.25

59.}

[#4]
o8]
o

Aantal reeds berekende steekproefgemiddelden: dim(gemiddelden] > 2049

Vergelijk het populatiegemiddelde met het gemiddelde wan de steekproefgemiddelden:

[ Cfo— 000000

meanlh4) » 65,0027  mean(gemiddelden) » 64,9649
Vergelijk de populatiestandaardafwijking met de steekproefstandaardafwijking van de gemiddelden:
tDevPoplhd
stDevPop(hd) » 18.095 stDevSamplgemiddelden) » 4.6504 stDevrop(hd) | 4.52376
n
I.gemiddelden E2
=capture('steekproefgemid,1) 0.084
67.25 '
62.625
2 M| 3 0.06-
3 60.3125 M| S
ol =
4 58.5 (12 0 o4-
| | 53.75
6 59.8125 | 4 oo
7 55.5
I 68'5_3 0.00 T T T T T
= 300 35 40 45 50 55 65 70 75 80 85 90
rfU |=57-25 |* | 4 | gemiggelden

Steekproefgrootte 16, simulatie van 2049 steekproefgemiddelden

Trek een EAS uit h4 met grootte n:=64 2
steekproef:=randSamp(h4,n)

~ {29.,69.,84.,54.,80.,70.,47.,60.,90.,28.,77.,51.,80.,62.,57.,21.,69.,75.,79.,59.,63.,83.,74.,63.,59.,70.,74.,54.,2¢
steekproefgemid::mean(steekproef) * 63,4844
Aantal reeds berekende steekproefgemiddelden: dim(gemiddelden] > 1451
‘“ergelijk het populatiegemiddelde met het gemiddelde wan de steekproefgemiddelden:
mean(hd) » 65.0027  mean(gemiddelden) » 65.0003 '
\Vergelijk de populatiestandaardafwijking met de steekproefstandaardafwijking van de gemiddelden:

tDevPoplhd
stDevPop(hd) » 13.095  stDevSamp(gemiddelden) » 2.22607 stDevop(hd) | oo
[n s

I.gemiddelden B =

=capture('steekproefgemid,1) 0.16

65.0781
B 68.4531 B 0121
3 65.5156 £
(=]

4 63.2344 8 0.081
| | 66.2656 -
6 66.8906 0.041
7 60.9844 '
F 88125 2 "% 5 2 45 50 5 5 70 75 80 85 90
A1 |=65.078125 [«]» gemiddeldan

Steekproefgrootte 64, illustratie van de centrale limietstelling!



De lezer wordt uitgenodigd om te experimenteren met steekproeftrekkingen uit andere
(discrete of continue) populaties! Dit zal leiden tot het vermoeden dat het kansmodel van de
populatie der steekproefgemiddelden, bij voldoend grote steekproefgrootte, kan benaderd
worden door een klokvormig model: de normale verdeling.

Dit vermoeden wordt bevestigd door de centrale limietstelling.

Het klokvormig kansmodel van een normaal verdeelde populatie ligt volledig vast door het
populatiegemiddelde u en de populatiestandaardafwijking o . De invloed van deze
parameters op de grafiek van de dichtheidsfunctie wordt geillustreerd met schuifbalken :

-25

> 02 |

De 68 — 95 - 99,7 regel nagaan:
a=p2-02 - 4. en b:=p2+02 - 10
normCdfla,b,u2,02) » 0.682689

Werkwijze om de bovenstaande paginate realiseren:

e Splitsde paginain een grafiektoepassing en een notitietoepassing.
e KIlik op de grafiektoepassing en voer de vier schuifbalken in met het menu
acties = schuifknop invoegen. De Griekse letters staan bij de symbolen onder de

hulpprogramma’s ' van de documentenwerkset.

o Definieer defunctiesf1(x) en f2(x) onderaan op de invoerregel, deze verschijnt door
teklikkenop @

e Definieer 2 punten op de x-as met het menu punten en lijnen = punt op .

Druk daarna op de Esc toets om uit het puntenmenu te gaan.

e Bepaal de codrdinaten van de punten met het menu acties =>co0r dinaten en
vergelijkingen.

e Bepaa de opperviakte onder de curve tussen de twee punten met het menu
grafiek analyseren - integraal , wijs hierbij de punten als grenzen aan.

e KIlik op de notitietoepassing en definieer de variabelen aen b zoals aangegeven.

o Kilik op de grafiektoepassing, beweeg de cursor naar de x-codrdinaat van het eerste
punt (het woord “tekst” verschijnt). Met een rechtermuisklik op die plaats en het menu
variabelen >koppelen aan, kan men de x-codrdinaat koppelen aan variabele a (de x-
cotrdinaat van het punt wordt gelijk aan a). Ga analoog te werk voor het tweede punt.
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Tip: onder het menu statistieken = verdelingen (in een toepassing rekenmachine of
spreadsheet) of het menu ber ekeningen > statistieken - verdelingen (in een
toepassing notities) vindt men de verschillende kansverdelingen.

Als X ~N(u,0), dan is

- normpdf(x,u,0) = f(x) , met f de normale dichtheidsfunctie

- normcdf(a,b,u,0)= P(a<X<b)

- invnorm(a,u,0)=x met a=P(X<x)

5) Steekproefvariabiliteit bij boxplots

Het loont zeker de moeite om de steekproefvariabiliteit grafisch te observeren bij de boxplots
van de opeenvolgende steekproeven.

Bij een kleine steekproefgrootte zullen de boxplots erg variéren en ze kunnen erg afwijken
van de boxplot van de popultie.

Naarmate de steekproefgrootte toeneemt, schommelen de boxplots van de opeenvolgende
steekproefsimul aties minder en minder, deze door het toeval verkregen boxplots zullen ook
beter aangluiten bij de boxplot van de populatie.

Beschouw opnieuw al's populatie de resultaten van hoofdstuk 4 voor de redders (367 data).
Hieronder worden lukrake steekproeven van grootte n (met terugleggen) gesimuleerd .

steekproefgrootte n:=50
steekproef: =mndSampI:h4, n]
» {25,78,64,41,57,58,50,78,45,74,62,71,65,72,75,36,88,74,25,68,63,36,59,44,55,58,70,51,69,52,82,8%

Simuleer verschillende steekproeven, observeer de variabiliteit in hun boxplots en vergelijk met
de vaste boxplot van de populatie.

| EO— 5

h4

steekproef

T T T T T T T T T

T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

@h4 @steekproef
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Deel 3: kansverdelingen ontdekken

Dit dedl illustreert hoe men nieuwe kansverdelingen kan ontdekken via simulatie.

1) z-scores versus t-scores
Stel X ~ N(u,0) entrek uit deze populatie een steekproef met grootte n, dan geldt voor

het steekproefgemiddelde: X ~ N[ u,i}

Jn
Standaardiseren levert Z :¥ ~N(01) .

NS

Als de popul atiestandaardafwijking o niet gekend is, dan wordt ze geschat met de

standaardafwijking s. Zo ontstaat de nieuwe toevalsvariabele T = X—;ﬂ .
Jn
We vergelijken de “z-scores’ z= X?Ty met de “t-scores’ t = X—H viahun

Jn Jn
dichtheidshistogrammen in een concrete simulatie met populatiegemiddelde ¢ =100,
populatiestandaardafwijking o = 10, steekproefgrootte n=4.

steekproefgrootte n:=4 El:cores Bliscores c b=
steekproef:=r‘andNonn(100, 10,4:| pture(zscore, 1 =capture(tscore, 1)
» {86.7964,89.5027,96.9049,90.2925 } 0436304 0. 474938
steekproefgem:=meanlisteekproef] » 00.8741 I 0.257154 0.350489
teek f —100 e 9 e 3

zst:ore:—s eekproetgem »-1.82518 I ebii)e ol 2
5 4 0824408 0.866556
tscore—Steekproefgem-100 B 0203758 0.304962
stDevSamp(steekproef) B 0993245 -0.652776

2 0.419841 0.344135 =

dim(zscores) » 1804 &l E5 3

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 54 -3-2-10 1 2 3 4 5 6
Zscores tscores

De t-scores vertonen een grotere spreiding dan de z-scores.
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f1(x) := normPdf{x,0,1)

Dichtheid

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Zscores

f2(x) = tPdflx,3)

Dichtheid

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
tscores

Det-scores zijn verdeeld volgens een t-verdeling met 3 vrijheidsgraden (3=n-1),
wel klokvormig maar niet normaal verdeeld!

2) Functies van één toevalsvariabele

Kieslukraak een reéel getal X in het interval [0,1].
Detoevalsvariabele X (hoofdletter!) heeft een uniforme kansverdeling met as
dichtheidsfunctie

1ds0<x<1
f(x)=
0 elders

Telkens er een lukraak getal wordt gekozen tussen 0 en 1, neemt de toeval svariabele X één of
andere concrete getalwaarde x (kleine letter!) aan, aangestuurd volgens het kansmechanisme
van de dichtheidsfunctie f.

Door zeer vaak een lukraak getal te kiezen tussen O en 1 en deze zo verkregen getallen voor
te stellen met een dichtheidshistogram, zal dit histogram meer en meer stabiliseren en
“convergeren” naar de dichtheidsfunctie (kansen zijn relatieve frequenties op de lange duur:
wet van de grote aantallen).

Bij 200 smulatiesis er nog veel variatie in het dichtheidshistogram:
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0.0

0.1 0.2

~ 0.0

0.1 0.2

A A
steekproefgrootte n:=200 steekproefgrootte n:=200
x:=rand/n) .I x:=rand/n) .l
* 10.322377,0.863735,0.619184,0,.626842.0.185271,0.713725,0.884525,0,15142 * 10.379103,0,290654,0.44941,0.837506,0,838812,0. 206808,0. 1287 28,0, 298900
v v
Te 1 Te
1.24 1.24
= =
o o
£ £
5 0.8 5 0.8
o o
0.4 0.4+

Bij 2500 ssmulatiesis de variatie al veel kleiner: het dichtheidshistogram laat al meer de
rechthoekvorm van de dichtheidsfunctie zien (bij een niet te kleine klassenbreedte).

steekproefgrootte n:=2500
x:=rand/n) N
* 10.833001,0.889706,0.90971,0.707039,0.005782,0,02867 3,0,904943 0, 259601

-~

steekproefgrootte n:=2500
x:=rand/n) N
* 10.580368,0.665067,0.280265,0,570805,0.973492,0,19671,0.597942,0,.861 780

-~
v

o
'S
n

0.0-

.57 .57
1.24 1.24
=] =]
£ £
£ 0.8 £ 0.8
a a

o
'S
n

0.0-

Op deze wijze kan men door simulatie een goed idee krijgen van de kansverdeling van een

toevalsvariabele.

Met de variabele X kan men nieuwe variabelen definiéren, bijvoorbeeld de toeval svariabele
U = X?. De kansverdeling (de dichtheidfunctie) van U wordt bij benadering bepaald door het
dichtheidshistogram van een groot aantal gegenereerde data u = x°:

steekproefgrootte n:=2500

x:=randn)

2
u:=x

s { 0.910637,0.353782,0.793254,0.494747,0.488577,0.474848,0.264399,0.81136

- { 0.829259,0.125162,0.629252,0.244775,0.238707,0.225481,0.069907,0.65831

’!
i

4.0

w
o

N
o

Dichtheid

—_
(=]
. 1

o
o
|

0.0

0.1 0.2 0.3 0.4

0.6 0.7 0.8 0.9




De dichtheidsfunctie van U is de afgel eide van de verdelingsfunctie Fy van U:
voor X tussen 0 en 1 geldit:

x

Fy (x)=P(U <x)=P(X?<x)=P(- x<x<f)=j1 dt =/x
0
zodat de dichtheidsfunctie f,, (x)=F,(x)vanU gegeven\/v;ordt do 6/_ v
as 0<x<1
fy (X)= Ry (%) = 2\F
0 elders

Maak een grafiek van de dichtheidsfunctie (menu | ®1> analyseren->functiegrafiek, het

meervoudig voorschrift via het menu =N —“>wiskundetemplates—> ‘E )

Het dichtheidshistogram sluit aan bij de dichtheidsfunctie:

Dichtheid

0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
u

Reken nain de notitietoepassing dat de (oneigenlijke) integraal van de dichtheidsfunctie over

het interval [0, 1] wel degelijk 1 oplevert:

2) Functies van twee toevalsvariabelen

Kieslukraak een reéel getal X en eenreéel getal Y in hetinterval [0, 1].
Detoevalsvariabelen X en Y hebben elk een uniforme kansverdeling op [0, 1].

Met deze twee variabelen kan men nieuwe toeval svariabelen definiéren, zoas:
S=X+Y,P=X-Y, M =max(X,Y), K =min(X,Y),

36



Wat is de kansverdeling voor deze nieuwe variabelen?

Neem als voorbeeld de toevalsvariabele S= X +Y . Nalukrake keuze van twee getallen
tussen 0 en 1 levert dit een concrete som S= X+ Y. Herhaal dit experiment zeer vaak.

De verkregen getallen x en y worden aangestuurd volgens het uniforme kansmodel op [0,1] en
de sommen wijzigen voortdurend, met waarden tussen 0 en 2. Het dichthei dshistogram van

de gegenereerde sommen zal op de lange duur meer en meer aandluiten bij de
dichtheidsfunctie of het kansmodel van S.

Gaanaloog te werk voor de andere variabelen P, M en K.

2|

steekproefgrootte n:=3

x:=1‘and(n):y:=rand(n:l (twee commando's gescheiden door een dubbelpunt worden samen
uitgevoerd na enter)

x * {0.669211,0.208168,0.612423}

y » {0.309759,0.130504,0.837721}

som:=x+y * 10.97897,0.338672,1.45014}

prod:=x-y * {0.207294,0.027167,0.51304}
maximum:=max(x,y) * {0.669211,0.208168,0.837721}

minimum:=min(x,y) > {0.309759,0.130504,0.612423 }

Hier volgt het verkregen dichtheidshistogram bij steekproefgrootte n = 2500 , samen met een
grafiek van de dichtheidsfunctie (ga zelf het voorschrift na):

som:=x+y
. {1.20786,0.2’79923.1.41731,1.2565,1.51017,0.4412’75,0.460495,0.523658,0.45 E!'l
1.0+ 0. x<0
f2lx) - 0l
o X2, 1<x=2
0.8+ 0. x2

Dichtheid

00 0.2 04 06 08 10 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
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oy
prod:=x-y E
- {0.190845,0.104367,0. 10152,0.366307,0.408183,0.125811,0.10083,0.791376,( &
4.0+

3.0

1nx],0<x=1

. Jo, Xx=0
f3(x) =
{0, x>1

Dichtheid

0.0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7

. 0.8 09 1.0
prod

maximum::max[x,y:l

’ ’{0.579199,0.938789,0.492028,0.701131,0.710896,0.891 353,0.323555,0.57154 B

il
2.0
0, x=<0
167 falx| == 12:x,0=x<1
{0, x=1
o
‘0 1.2
L
=
u
© 0.8
0.4
0.0

0.0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8

> 0.9 1.0
maximum

minimum::minl:x,y]

’ {0.257257,0.256328,0.06184,0.273018,0.125753,0.099246.0.315012,0.433673’“!

2.07 N 0’ x<0
f5(x) = 12-2-x,0=x=1

1.6+ lo, x>1

o

£

£1.2

=

[a]

0.8+

0.4+

0.0-

0.0 01 02 03 04 05 0.6 07 0.8
minimum

0.9 1.0




Oefening:
Beschouw de toevalsvariabele K =min( X,Y) van het laatste voorbeeld.
Simuleer een steekproef met grootte 2500 en bepaal het steekproefgemiddelde X (mean) ,

1
dit is een schatting voor de theoretische verwachtingswaarde E( K) =u= I x'(2— 2x) dx.

Bepaal tevens de steekproefstandaardafwijking s (stdevsamp) van de steekproef , dit is een

1
schatting voor de theoretische standaardafwijking o = \/Var(K) = \/I(x_ ﬂ)z .(2— 2x) dx .

0
Bereken uen o . Ganaof het steekproefgemiddelde en de steekproefstandaardafwijking
inderdaad in de buurt liggen van u en o . Doe dit voor enkele steekproeven met grootte 2500.
Herhaal dit voor enkele steekproeven met grootte 10. Conclusie?

Deel 4: statistische inferentie en simulaties
Voor de statistische achtergrond van dit onderwerp zie[6] [7] [8] [9] [10] [11].

Voorbeeld 1. isde student eerlijk?

Een toets bestaat uit 10 meerkeuzevragen met ek vier mogelijke antwoorden waarvan er één
juist is. Een juist antwoord levert één punt op, een fout antwoord 0.

Een student haalt 6 op 10 voor die toets en beweert lukraak gegokt te hebben voor elke vraag.
Gelooft u deze student?

Door deze toets dikwijls te simuleren en de score telkens te bewaren via automatische
gegevensvastlegging (capture) , kan men onderzoeken hoe vaak een score 6 of hoger optreedt:

A

antwoord:={ “juist“."Eout","fout"\"fout"} . Simulatie van een toets:

toets:=randSampEantwoord. 10:\
. [ "juist"," fout", "fout”," fout","juist"," fout","fout"," fout"," fout"," fout" ]

Het resultaat op 10 voor deze toets is
resultaat::countIﬂftoets,?:"juist":\ »2
aantal:=dim(sc0re) » 1775
frequentie:=c011nt1ffscore.?26:\ + 38

frequentle

De experimentele kans op 6 of meer is approx ——— | » 0.021408

aantal J

<

Alscore B 2
* =capture(resultaat,1)
2 2
3 1
4 2
5 4 I .
- v
@' KIC score 9 10
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De experimentel e kans voor een score van 6 of meer, na een simulatie van 1775 toetsen, is
slechts 2,1%. Men kan dus veilig beweren dat de student liegt.

Stel X het juiste aantal antwoorden, bij lukraak gokken voor elke vraag, dan is X binomiaal
verdeeld met parameters n=10en succeskans p = %

Ter controle wordt de theoretische kansverdeling vergeleken met de experimentele:

.m Eﬂ'\eclretisc['] ] experimenteel B 3 L)
=binompdf(1 0,1!4)I=seq(appr0):(counl
il 0 0.056314 0.067606
g 1 0.187712 0.194266
g 2 0.281568 0.247324
ﬂ 3 0.250282 0.23662
E 4 0.145998 0.164507
E 5 0.0583299 0.068169
E 6 0.0916222 0.017465
E 7 0.00309 0.00338
E 8 0.000386 0.000563
10 9 0.000029 0.
10 9.53674&°7 0. U
C experimenteel:=5eqlappmx(w],k,o,lol
L dun[score] FIT

De hypothesetest verloopt als volgt:
Ho: p= % (de student hesft gegokt).
Hi p> % (de student heeft gestudeerd en niet gegokt, stel dat elke vraag dezelfde

succeskans heeft).

Detestvariabeleis het aantal juiste antwoorden X, met X ~ B(lo, %j (redeneer in de
veronderstelling dat Ho waar is).

De geobserveerde waarde van de testvariabele is x = 6. De overschrijdingskans of p-waarde

is P(X 26)=P(6< X <10)= binomcdf (10,%,6,10j:],97%.

" ' =
binomCdl{ 10,&,6,10) 0.019728

1—bi1101nCd({10,i,5] 0.019728

Deze kansisklein, zodat Ho wordt verworpen.
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Voorbedd 2: isde dobbelsteen correct?

Bij 120 keer werpen van een eerlijke dobbel steen verwacht men dat het aantal ogen 1, 2, 3, 4,
5, 6 elk ongeveer 20 keer za optreden. In welke mate kunnen hiervan afwijkingen optreden?
Een grootheid die een maat is voor de afwijking van de verwachte waarden is de

eobserveerde waarde— verwachte waarde)’ 0o-e)
Zzzz(g ) :Z( i Q)

verwachte waarde i e
Als deze toeva svariabele een kleine waarde oplevert, dan is er niets aan de hand met de
dobbel steen. Als men echter een grote chi-kwadraat-maat observeert, dan is het mogelijk dat
de echte kansverdeling van de dobbel steen niet overeenstemt met de verwachte discrete
uniforme verdeling.

chi-kwadraat-maat:

Om een idee te verkrijgen van de kansverdeling van de toevalsvariabele y* volstaat het een
groot aantal simulaties uit te voeren en de geobserveerde chi-kwadraat-waarden uit te zetten
met een dichtheidshistogram, dat op de duur stabiliseert.

De verdeling isrechts scheef. Zoal s blijkt uit de onderstaande grafische voorstelling levert de
y*-verdeling met 5 vrijheidsgraden een goed model voor de kansverdeling.

Al
n:=120 » 120
simul:=randInt1,6,n)
>{"6411 36.1.3.6.,1.1.2.1.2.1.3.,6.,2.,6.,2.,5.,3.,5.,1.,3.,1.,4.,3.,2..2.,6..6.,3..6.
obs: —seqlcountIfLSImult—kji\l6I { 23,19,17,19,25 17}
vem:=seqf6—,k,1,5l » {20.,20.,20.,20.,20.,20. }
6. )
(b 2|
chikwad:=sumrﬂ{ » 2.7
| verw |
dim(chikw) » 1950 =
DA chilow B m =z
ture('chikwad, 1) 018
=capturel( chikwad, ' . .
£ % f2[x) == y2Pdfix,5)
3.8 £ 0.12-
iy
2 4.7 S
]
3 8.3
4 6.7
- E v T L T v I v T ¥ T
A7 [=3.8 or 0 4 8 12 16 20 24 28 32

Werp nu zelf 120 keer een dobbel steen om te testen of deze correct is. De resultaten zijn:

Aantal ogen 1 2 3 4 5 6
geobserveerd 17 12 23 18 25 15
verwacht 20 20 20 20 20 20
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De geobserveerde y”-waarde wordt:

2 2 2 2 2 2
o (17-20)° (12-20)° (23-20)° (18-20)° (25-20)° (15-20)°
20 20 20 20 20 20

Is dit resultaat verdacht? De p-waardeis P( z* > 6.8) = chi2cdf (6.8, 0,5) = 23.6%

Bestand Bewerken Beeld Invoegen Extra Venster Help

1:Normale Pdf

Inhoud Documenten 2:Normale Cdf

3Inwerse-narmaal

E_f‘\nvuegen o (5} @ - i -

[
—_—atPu Ondergrens: 6.8
Documentenwerkset [
5t Cdf
® 1 = | |
6.Inverse t Bovengrens.
Rekenmachine E3 7oyl Pdf
ol o m N |
fZl:Act\es 3 ¥ Cf Vruheldsgraad, df. |5
9nwerse 32
Lvs z:Getal » x A
AR Pf.
. D Ok | Annuleer |
XK= 3:algebra BF Caf
fd 4:Analyse 4 Ciinverse F
% S:Kansen 3 D:Binomiale Pdf
| i 6. Statistieken ¥ | 1:Statistiekberekeningen. .. » | E-Binomiale Cof
: . a2 = 5 =4
[gg P I CEEir y | 2:Statistiekresultaten F:Geomstrische Paf 1L (.df(f).S.,m,jJ = 0.235945
- I Lijstwiskunde , | G:Geometrische Cdf
$€ 8:Financigén > H:Poi Eof
010 4 Lijstbewerkingen 4 disson
101 2:Functies en programma’s 4 | Poisson Cdf

6 Betrouwhaarheidsintervallen. . »

7 Statistiektoetsen 4

Dekans dat de y*-statistiek een waarde aanneemt die minstens even groot is als de
geobserveerde waarde 6.8 is 23.6%, dit is niet uitzonderlijk.

De nulhypothese kan dus niet worden verworpen in deze “ goodness-of -fit test”:
Ho: de dobbel steen heeft een uniforme discrete verdeling
versus
H1: de kansverdeling van de dobbel steen is niet uniform

Vanaf welke geobserveerde y*-waarde zal men de nulhypothese verwerpen, met een
significantieniveau o =5% ?

Deze kritieke waarde wordt verkregen met invchi2(0.95,5) = 11.07
invy20.95,5) = 11.0705

De kritieke waarde kan men ook grafisch dynamisch bepalen met een schuifknop:
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T0.23 y “ cos T0.23 v
ondergrens =o. ondergrens=11.06
1 ] [ ]
0‘ 20» o e
0. 20.
£3(x)=p2Pdfl(x,5) ﬁ(_x')—f Pd [(_1'.5)
0.235 0.05
. .
i Es's_o) 22 0.9 (11.05,0) 22
3 12
TH0.062 10.062

Voorbeeld 3: test op een proportie

Een snoepjesfabrikant beweert dat 30% van zijn snoepjes ged zijn. Je wenst dit na te gaan.
Onderzoek een pakje met 50 snoepjes, daarvan blijken er 23 geel te zijn of 46%!

Mag men hiermee besluiten dat de uitspraak van de fabrikant niet klopt?

Stel p de populatieproportie.

De hypothesetest isHp: p=0.3 versus H;: p= 0.3 (tweezijdige test).

Simulatie:

veronderstel dat Hp waar is, neem lukrake steekproeven van 50 snoepjes uit een popul atie met
30% gele snoepjes.

Ganain welke mate de steekproefproporties p, verkregen volgens een toeval sproces, kunnen
afwijken van de (vaste) populatieproportie p.

.populatie B

geel

. geel
.lgeel
niet geel
. niet geel
. niet geel
. niet geel

I |

. niet geel g

geel niet geel
populatie

<l

o
(9%
o
[¢)
a
-
rY
h
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3]

steekproefgrootte n:=50
steekproef::randSamp(populatie,nil
- {"niet geel" "geel","geel","niet geel","niet geel”, "niet geel","geel","geel", "geel"," |

countlﬂisi'eekproef,?="geel":] .

phoed:= 0.38

aantal:=dirnl:steekproefprop:| » 1560

freq:=countIﬂ:steekproefprop,?20.46J > 23

-

fre
experimentele tweezijdige overschrijdingskans: 2- a, 0.029487
aantal ~
I. steekproefprop e 6 05
=capture(phoed, 1) %
< 4.0
0.22| | £
L j
2 0.34/ |5 2.0
3 0.24 :
=g 0.0
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
Al |=0.22 I 4 I b steekproefprop

De experimentel e tweezijdige overschrijdingskans (bij 1560 steekproeven) is slechts 2,9%,
zodat men Hp kan verwerpen met significantieniveau «a =5%.

Alhoewel de kansverdeling van de steekproefproporties discreet is (dit valt op wanneer men

de klassenbreedte kleiner maakt dan 0.02) , kan men ze goed benaderen door een normale
verdeling (kies een dichtheidshistogram met voldoend grote klassenbreedte) met gemiddelde

1 =0.3en standaardafwijking ,0355)7 =0.065:

1 (ﬂ : nordel{x,{]. 3,

|

|

!

0.3-0.7

.4=-
g

Dichtheid

0.00 0.10 0.20 0.40 0.50

0.30
steekproefprop
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De tweezijdige overschrijdingskans, met deze normale verdeling als kansmodel voor de
steekproefproportie P, wordt2- P(I3 > 0.46) = 1.4% (zonder continuiteitscorrectie!)

0.3-0.7 0.064807
50

f '0.3-0.7 ! 0.013555
2-normCd[lO.46,1,0.3, - J

De z-toets met 1 proportie werkt met de standaard normaal verdeelde testvariabele
P-03 0.46-0.3

/Z = ——, degeobserveerde waarde is Z=———==
/0.3-0.7
50

= 247.
/0.3- 0.7
50

De overschrijdingskans of p-waardeis 2- P(Z > 2.47) =1.4%

Documentenwerkset — —
™ A B c
Lijsten & Spreadsheet 2
hlf-\cues 4
& 2:Invoegen » Z-toets voor 1 groep
13,7 3:Gegevens 3 . |
|X 4'Statistisken » | 1 Statistiskberekeningsn  * =] lO 3 - |
E§Funtt\etabel y | 20verdelingen v ' '
3:Betrou » | |
oo Successen, X |23 -
Zt-toets |
. 2rz-tosts met 2 steekprogven n: |50 - |
. 4:t-toets met 2 SIEEKFVDEVEI’V
e Alternatieve hyp: [H1: prop £ p0 =
. &:z-toets met 2 prop...
. 7 GOF Kolom 1ste resultaat; Ia[] |
. 87 2-zijdige toets
12 i_:_:i‘;T::’:‘:‘“’“M” Tekenen: [« P-waarde arceren|
B:Meervoudige reg.-toets —
C:ANOVA Ok Annuleer
F7 D:2-weg ANOVA,
—
A B = z=2.4689
|=zTest_1Prop(0.3,23,50,0): | |PVal =0.0136
Titel z-toets voor 1 prop
Alterna... prop # p0 0.401
z 2.46885
PVval 0.013555
p 0.46
0.30+
n 50. §| B
]
=
<
O
(]
0.20
0.10
~ 0.00 T T "
—zTest_1Propl0.3,23,50,0): Copy¥[ < | » -20 -1.0 00 1.0 2.0
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